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Resumo

Dentro da area de recuperagao de informagoes musicais, este trabalho ira investigar os
resultados dos principais métodos de reconstrucao de imagens em sua aplicacao a sinais de
audio, além de buscar compreender os principais resultados por tras destes mecanismos.
Desse modo, busca-se construir uma base tedrica, com objetivo de estruturar os conceitos
das transformadas de Fourier e convolugao para o tratamento destes métodos, os quais se
inserem nos métodos de amostragem e reconstrucao de imagens. Além disso, serao feitas
analises dos métodos utilizados para avaliar quais deles atuam de maneira mais eficiente
no tratamento de um som. Dentre os resultados obtidos, percebeu-se que os melhores
métodos de reconstrucao de imagens aplicados a sons variam dependendo do tipo do som

que se quer reconstruir.

Palavras-chave: Reconstrucao de imagens; Sinais de dudio; Recuperagao de informagoes

musicais; Transformada de Fourier; Convolucao.



Abstract

Within the area of musical information retrieval, this paper aims to investigate the results
of the main image reconstruction methods in their applications to audio signals, in addi-
tion to seeking to understand the main results behind these mecanisms. Thus, we seek to
build a theorical basis with the objective of structuring the concepts of Fourier transform
and convolution for the treatment of these methods, which are inserted in the pipeline for
images sampling and reconstruction. Besides that, analyses will be held on the methods
used in order to evaluate which one acts more efficiently on sound treatment. Among the
results obtained, it was noticed that the best image reconstruction methods applied to

sound vary depending on the sound type we want to reconstruct.

Keywords: Image reconstruction; Audio Signals; Music Information Retrieval; Fourier

Transform; Convolution.
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Introducao

Os sons estao presentes na vida de milhoes de pessoas mundo afora. Seus conceitos
e formas constituem um conjunto infinito de possibilidades de andlises complexas, seja
na forma de uma cancao orquestrada, simples vibracoes de cordas em um violao ou até

analise de um discurso proferido por um orador.

A industria da musica tem se regulado, cada vez mais, nos avangos tecnolégicos
na area digital e da engenharia do som. A evolucao de programas digitais, assim como
evolucao nos estudos da musica tedrica e as ramificacoes de suas praticas, proporcionam
as possibilidades de manipulacao que, antes, eram muitas vezes impossiveis de serem

executadas.

De acordo com (GIANNAKOPOULOS; PIKRAKIS| [2014), a manipulagao de
Audio digital ¢ uma area que vem crescendo muito ao longo dos anos. Isso se da por conta
do desenvolvimento tecnolégico na area e, principalmente, pelo crescimento no mercado
digital e das pesquisas em torno desse assunto. Ainda segundo (GIANNAKOPOULOS;
PIKRAKIS, [2014), no mundo estao trabalhando, principalmente, as seguintes areas de

pesquisa relacionadas a Audio:

e Reconhecimento de discurso: O principal fundamento deste tépico é a traducao
do sinal do discurso através de texto usando ferramentas computacionais. Este

dominio é considerado a drea de pesquisa mais antiga em processamento de sinais.

e Identificagcao e visualizacao do orador: Este tépico foca em métodos de dife-
renciagao entre diferentes oradores. Estd area de pesquisa é 1til em desenvolvimento

das areas de sistema de seguranca.

e Recuperacao de informacoes musicais: Neste topico, a pesquisa se baseia em
extrair e automatizar informacoes do sinal de audio, indexacao inteligente, recu-
peracao de sinais perdidos ou danificados, navegagao de faixas de musica e reco-

mendacoes de novas musicas a partir de escolhas passadas, entre outros.

e Deteccao de eventos em audio: Neste topico estuda-se deteccao de aconteci-
mentos a partir do sinal de audio, por exemplo, deteccao de violéncia e deteccao de

intrusos em ambientes.

e Reconhecimento de emocao do discurso: Este topico analisa os sinais de audio
para detectar as emocoes do orador, como raiva, alegria, depressao, etc. Essa linha

de pesquisa, que ganhou forca nos ultimos anos, pode ter colaboracao de estudos
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de reconhecimento facial. Esse ramo de pesquisa podera contribuir no futuro da

inteligéncia artificial e estudos de interagao humano-maquina.

e Diversos métodos de analise de contelido em filmes: Este topico analisa e

reconhece agoes em filmes a partir das informacoes de audio, video e texto.

Dentro da area de recuperacao e reconstrucao de informagoes musicais, iremos
derivar os caminhos que de fato tiveram resultados significativos na area de processamento
e reconstrugao de imagens, area essa que mantém relagoes proximas com o processamento

de audio, pela possibilidade de representarmos sons e imagens como funcoes.

Em sua Tese de Doutorado, (SACHT)| 2014) desenvolveu um método de Quasi-
Interpoladores Otimizados para reconstrucao de imagens, com resultado superior aos apre-
sentados anteriormente nesta area de pesquisa, apresentando critérios para se obter filtros
digitais e fungoes geradoras para reconstrucao. Além disso, trouxe um apanhado histérico

dos principais métodos de reconstrucao de imagens e suas principais caracteristicas.

Visto isso e devido a proximidade entre as teorias bases de imagens e audio,
acreditamos ser valido o seguinte questionamento: O Método de Quasi-Interpoladores
Otimizados para reconstrucao de imagens é aplicavel a sinais de audio? Quais métodos
de reconstrucao de imagens da o melhor resultado ao aplicarmos em sinais de audio?

Como podemos ajusta-los para reconstruir de maneira eficiente um sinal de audio digital?

Como as aplicagoes neste trabalho sao efetuadas no dominio do tempo, tal pro-
ximidade se dd na representacao das imagens e sons discretizados, como matrizes (no
caso das imagens), matrizes com duas colunas (no caso dos sons estéreo) e vetores (no
caso dos sons mono), de modo que as aplicagdes das convolugdes continuas, discretas e
mistas, operacoes base dos métodos estudados aqui, se apliquem em todos os casos. Além
disso, o desenvolvimento da teoria aqui trabalhada se aplica a sinais quaisquer, desde que

assumam as condigoes estabelecidas.

Neste presente trabalho, iremos construir uma base tedrica para analisar a funcio-
nalidade dos métodos de reconstrucao de imagens para aplicar a sinais de audio, construir
uma base em manipulacao de audio no MATLAB e comparar os principais métodos de

reconstrucao de imagem em sua aplicabilidade a sons.

Este trabalho esta organizado em 3 capitulos. O primeiro trara resultados preli-
minares para construcao da teoria dos métodos de reconstrucao de imagens, trabalhando
as teorias introdutérias das séries de Fourier. O segundo capitulo mostra os principais
conceitos e os teoremas fundamentais, para comprovar a admissibilidade das aplicacoes. O
terceiro capitulo traz os resultados dos testes, obtidos através das aplicacoes dos principais

métodos de reconstrucao de imagens aplicados a daudio, conclusoes e trabalhos futuros.

Além disso, este trabalho traz um apéndice com os scripts desenvolvidos para
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aplicar os métodos de reconstrucao de imagens em sinais de audio, bem como o script
do método de comparagao entre cada processo de reconstrucao e um script desenvolvido

para imprimir os spectrogramas dos sons.

Pretende-se com este trabalho apresentéa-lo como Trabalho de Conclusao de Curso
do académico Carlos Eduardo Leal de Castro, do curso de Licenciatura em Matematica
da Universidade Federal de Santa Catarina, sob orientacao do Professor Doutor Leonardo

Koller Sacht, do Departamento de Matematica dessa mesma universidade.
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1 Introducdo as Séries de Fourier

Traremos aqui as nocoes basicas das Séries de Fourier, para auxiliar no desen-
volvimento tedrico deste trabalho. Aqui, falaremos de Funcoes Periddicas, convergéncia
uniforme, diferenciacao e integracao de Séries de Funcoes, coeficientes das Séries de Fou-
rier e sua forma complexa, além dos principais resultados de convergéncia da Série de

Fourier.

Para um melhor entendimento deste capitulo, sugere-se ter uma boa base em
Algebra Linear (LIMA, 2000), Célculo Diferencial e Integral (GUIDORIZZI, 2000) e
Anélise (LIMA/ |2000), (LIMAL 2004), em especifico, contetidos que abrangem sequéncias

numéricas, convergéncia de séries, continuidade, derivagao e integragao.

1.1 Sequéncias e Séries de Funcdes

Para falarmos das séries de Fourier, precisamos falar de convergéncia uniforme
de sequéncias e séries de funcoes. Nao focaremos aqui nos critérios de convergéncia e
em como verificar se uma sequéncia ou série converge ou nao. Precisaremos aqui dos
conceitos de convergéncia uniforme para podermos garantir a convergéncia das séries de
Fourier. Ao utilizarmos a notagao (f, : n € N), estaremos tratando de sequéncias de
fungoes f, : A — C,comn e Ne A CR.

1.1.1 Sequéncias de Funcoes

Definigao 1.1.1. Seja f, : A — C, comn € N e A C R uma sequéncia de funcoes.

Se ezistir o limite lim f,(x), para cada © € A, dizemos que a sequéncia (f, : n € N)
n—oo

converge pontualmente (ou simplesmente) em A e podemos definir

f() = lim f,(x)

n—oo
Definigao 1.1.2. Seja (f,, : n € N) uma sequéncia de fungoes definidas sobre um dominio
A C R. Dizemos que (f, : n € N) converge uniformemente sobre A se, para todo
e € Rye >0, existir um ng € N tal que, para todo n > ng |f.(z) — f(z)] < &,Vx € A.

Proposicao 1.1.1. Seja (f, : n € N) uma sequéncia de funcgoes definidas sobre um

dominio A C R. (f, : n € N) converge uniformemente para f(x),Vo € A se, e somente

S¢€, lim sup ‘ fn(x) - f(l’) ’: 0
n—00 pc A

Demonstra¢ao. (=) Suponhamos que f, converge uniformemente para f(z),Vr € A.
Entao, Ve € R,e > 0,3ny € N tal que | f(z) — f(z) |[< e,Yn < ng e Va € A.
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Dado n € N quaisquer tal que n < ng e fixe x € A qualquer. Considere o conjunto

o(fu, ) ={| fulz) = f(z) |;n € Nyn < ng e z € A}. Suponha que le p(fu, f) = €0
com gy > 0 qualquer.

Mas, para todo n < ng, temos que | f,(x) — f(z) |< % < €p.

Segue, portanto que | f,(z) — f(x) | € e entdo

lim sup | f,(z) — /(z) |= 0.

n—%nxeA

(<) Suponha que lim sup | f.(x) — f(x) |= 0. Entdo, para qualquer ¢ >
n—00 pc A
0,3ng € N tal que | fuo(x) — f(x) |< e,Vn < ng e Vo € A. Portanto, temos que f,

converge uniformemente para f(x),Vz € A. |

Exemplo 1.1.1. 1. A sequéncia de fungoes dadas por fn(z) = z", para 0 < x < 1,

converge simplesmente mas nao uniformemente para a fun¢ao

f(x):{o se 0<z<«1

1 se r=1

Para mostrarmos a convergéncia pontual da sequéncia de funcoes f,(z) = z" para
0 <z <1, basta avaliarmos o lim f,(x), para cada x € [0,1]. Vamos observar os
n—oo

casos:

e x=0: lim f,(x) = lim 2" = lim 0" = 0.
n—00 n—o00 n—00

e r=1:lim f,(x) = lim 2" = lim 1" = 1.
n—oo n—oo n—oo

o 29 € (0,1): lim f,(x) = lim 2" = lim ay = 0, pois 0 < ¢ < 1.
n—oo n—oo n—oo
Seque, portanto, que f,(x) — f(x) pontualmente, para cada x € [0, 1].

Para mostrarmos que f,(x) nao converge uniformemente para f(x), usaremos a

proposicao [1.1.1. Observemos que

lim sup | fu(z) = f(z) [= lim sup [z — f(z) |

=0 4¢l0,1] =00 4el0,1]
Se x =1, vimos que f,(1) =1,Vn € N. Logo | z" — f(z) |=| 1 —1 |= 0.
Se x =0, vimos que f,(1) =0,Yn € N. Logo | 2" — f(z) |=|0—0 |=0.
Considerando xo € (0,1) qualquer, temos que f(zo) = 0 e entao | 2" — f(x) |=|

xy —0|=ap e

lim sup |2"— f(z)|= lim sup zf =1.
=0 24€(0,1) =0 £,€(0,1)

Segque, portanto, que f, nao converge uniformemente para f(x).
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1
2. A sequéncia de fungoes fn(x) = —x, definidas para x € [0,1], converge uniforme-
n

mente para a funcao f = 0.

1
Seja € € R, com e > 0 e tome ng = —. Entdo, para todo n € N,n > ng
€

para todo x € [0, 1].
Segque, portanto, que fn(x) — f(x) uniformemente, Ya € [0, 1].
Defini¢ao 1.1.3 (Sequéncia de Cauchy). Seja (f, : n € N) uma sequéncia de fungoes

definidas sobre um dominio A C R. Dizemos que (f, : n € N) é de Cauchy se, para todo
e € R,e >0, existir um ng € N tal que, para todos n,m > ng | f(x) — fu(z)| < e,Vx € A.

Teorema 1.1.1 (Critério de Cauchy). Seja (f, : n € N) uma sequéncia de fungoes
definidas sobre um dominio A C R. FEntao existe uma funcdao f definida em A C R tal

que f, — [ uniformemente em A se e somente se (f, :n € N) for de Cauchy.
Demonstragao. (=) Seja (f, : n € N) uma sequéncia de fungoes definidas em A C R tal
que, por hipdtese, converge uniformemente para uma f em A.

Pela definicao de convergéncia uniforme, Ve € R, e > 0, existe um ng € N tal que,
para todos n, m > ng, | fo(z) — f(z)] < % e |fm(z) = f(z)] < ;Vw € A

Note que,

() = ful)]

[fm () = f(2) + f(2) = ful)]
Iéfm(ﬂfé) = @)+ 1f(@) = ful@)] ,Vz € AeVn,m>ng

273
(<) Seja (f, : n € N) uma sequéncia de Cauchy. Entao, para cada xy € A,

IA A

£

a sequéncia numérica (f,(0)), ey Serd uma sequéncia numérica de Cauchy e, portanto,

convergente.

Seja f : A — R definida por
flz) = lim f,(z).

Mostraremos que f, — f uniformemente.

Por hipétese, temos que (f,, : n € N) é de Cauchy. Entao, para ¢ > 0 qualquer,
dng € N tal que
|fu(2) = fn(2)| < &,V € A e Vn,m > ng.

Fixando x € A qualquer e n > ng, como f(z) = lim f,(x), fazendo lim |f,(z)—
n—o0 m—0o0

fm(z)| < lim €, obtemos

m— 00

|fu(z) — f(2)] <&, comn>mngexe A
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Como x foi fixado arbitrariamente, segue portanto que f,, — f uniformemente.
|

As sequéncias mais importantes que trabalharemos aqui sdo as sequéncias de
funcoes continuas. Assim, o préximo teorema é um resultado importante, que ird nos

auxiliar na relacao entre sequéncias de funcoes e a continuidade.

Teorema 1.1.2. Seja (f,)nen uma sequéncia de fungoes continuas que converge unifor-

memente, e seja f seu limite. Entao f € uma funcdo continua.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar a continuidade de f. Como f,, converge uniformemente
para f, Ve € R, > 0, dng € N tal que se n > ny,

£

| fulz) = flz2) |< 5 (1.1.1)

Da continuidade de (f,)nen, temos que, para o no dominio de f,, existe § €

R,0 > 0 tal que, paran > ng, | x — 2o |< I e

[ Fal@) = fulawo) < 5 (112

Entao:

| f(@) = flwo) | = [ f(x) = fulx) + fu(x) = ful@0) + fnl2o) — f(0) |

< | f@) = fale) [+ | fal@) = falzo) [+ [ fu(zo) = flwo) | (1.1.3)

- € . € N €
— — — =€
3 3 3
Segue portanto que f é continua em todo seu dominio. |

O Teoremall.1.2lnos da uma forma de analisar a convergéncia de uma sequéncia de
funcgoes. Se, por exemplo, uma sequéncia qualquer tiver convergéncia pontual e conhecido
seu limite, basta observarmos se o limite de convergéncia pontual é continuo. Caso nao

seja, podemos afirmar, pelo teorema, que a funcao nao converge uniformemente.

Definigao 1.1.4. Uma sequéncia de fungoes (f, :n € N) € dita mondtona se ela for

crescente, decrescente, nao crescente ou nao decrescente.

O préximo teorema é um resultado para determinarmos a convergéncia uniforme
de uma sequéncia de funcoes. O teorema a seguir é conhecido como “Teste de Dini” e nos

da condigoes de afirmar a convergéncia uniforme de uma sequéncia de fungoes.
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Teorema 1.1.3 (Teste de Dini). Seja (fy)neny uma sequéncia de fungoes continuas defi-
nidas em um compacto I C R. Se (fy)nen for mondtona e convergir pontualmente para

uma fungao continua f, entao a convergéncia € uniforme.

Demonstra¢ao. Mostraremos que ( f,,)nen converge uniformemente num compacto I C R.
Sem perda de generalidade, vamos considerar que (f,,) é ndo-decrescente, isto é, f, < fni1,

pela hipotese de monotonicidade de f,,.

Fixe ¢ > 0 e g € I de modo que, para n,, € N

| f(zo) — fnmo(ﬂfo) 1<

Wl M

Pela continuidade de f e f,, segue que, fixado y > 0, temos que se | x — g |< do,

entao

| F(@) = fo (@) | = | (@) = F(@0) + F(@0) = fag (&) + fony (@) = Fusy (x0) |
< | f(@) = F(@0) |+ | £(20) = fog (@) | + | Fang (@) = frny (0) |
9 15 £
s gtgtz=¢

(1.1.4)

Considere uma cobertura para o compacto I pelos intervalos I, = {x € I;| = —
xo |< dp}. Como I é compacto, temos que existe uma cobertura finita de abertos, digamos
I 1y, ... 1, , paraalgum m € N. Seja ng = max{n(z,),n(z2),...,n(zy)}. Dadoy € [
qualquer, temos que y € I, , para algum xx, k = 1,2,..., m. Pela monotonicidade de (f,),

temos que

| W) = fae @) <] f(y) = frn(y) |S €
e, portanto, para todo n < ng e pela monotonicidade de (f,), temos que
| fulz) — f(2) [< €

para todo x € I. [ ]

Para falarmos de limite, integragao e derivacao de sequéncias de fungoes, preci-

saremos de trés teoremas que nos darao base para futuras definigoes.

Teorema 1.1.4. Seja (f, : n € N) uma sequéncia de fung¢oes Riemann integrdveis sobre
I =[a,b] CR com a <b. Vamos supor que f, — f uniformemente quando n — oo

sobre I. Entao, f € Riemann integrdvel e

n—o0

lim [fn(a:)dx:/lnh_)rrolofn(x) :/If(x)cm (1.1.5)
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Demonstragao. Temos por hipdtese que (f,) converge uniformemente para f. Assim,

podemos tomar € > 0 e escolher n € N de modo que

| fale) = f@) 1< gy Yo € T (1.1.6)

Entao,

3(b—a)

+ f(z) < fulz) < f(z) + Ve el (1.1.7)

3(b—a)’

Como (f,) é Riemann Integrével, temos que existe uma parti¢do p do intervalo

I de modo que

S(fup) = s(fup) < 5.

em que S(f,,p) e s(fn,p) sao, respectivamente, as Somas de Riemann superior e inferior
de f,, na particao p.

Sejam M; = sup{f(z);x € [rj_1,7;]} e m; := inf{f(x);x € [xj_1,7,]}. Da
equagao [I.1.7] temos que

36— a) T M) < Milh) SMj(f)‘Fﬁ,V%GI (1.1.8)

35 —a) T S mih) <my() + 3<b€_ gveel (1.1.9)

Entéo, de (T.1.7), (T.1.8), (T.1.9)

IN

+ [ S(fnp) = S(fnsp) | + (1.1.10)
+ | 5(fasp) = 5(fusp) |

dx

Para provarmos temos que
[ @)= )
< sup | fu(@) = f(2) [ (b - a)

/1 fo(2)da — /1 f(a)da

/]fn(x)dx—/]f(x)dx

im [ fu(oyts = [ lim f0) = [ fopte

n—o0 I

(1.1.11)

Pela proposicao [1.1.1} = 0 e, portanto,




Capitulo 1. Introdugdo as Séries de Fourier 18

Finalmente, para trabalharmos com as séries de Fourier a seguir, precisaremos de
um importante resultado que relaciona sequéncias de funcoes e derivagao. Existem duas
versoes deste teorema. Uma delas, que é considerada “forma fraca” do teorema, considera
a hipétese de que, dada a sequéncia de fungdes (f,, : n € N), derivdveis em um compacto
qualquer, as derivadas f!, para cada n, sdo continuas. Enunciaremos aqui a “forma forte”

do teorema, cuja unica diferenca entre elas é a auséncia da hipdtese de continuidade das
f/
o

Teorema 1.1.5. (Forma forte) Seja (f, : n € N) uma sequéncia de fungoes derivdveis
em um intervalo compacto qualquer [a,b] = I C R. Suponha que a sequéncia (f) : n € N)

convirja uniformemente em I e que exista xy € I de modo que a sequéncia (fn(xo))nen

d
convirja. Entdo (f, : n € N) converge uniformemente e — lim f,(x) = lim — f,(x).
dx n—oo n—oo dx

Demonstracao. Primeiramente, demonstraremos que a sequéncia de fungoes (f, : n € N)
converge uniformemente. Em seguida, vamos mostrar que f'(z) = lim f/(z), para todo
n—oo

x el
Dado ¢ > 0 qualquer, temos por hipdtese que a sequéncia de fungoes (f;, : n € N).

Entao, existe n; € N de modo que, para todos n,m > ny,

| (@) = f(z) |< 2 (b—a) (1.1.12)

para todo x € I.

Temos também por hipdtese que Iz € I tal que a sequéncia (f,,(xg))nen convirja.

Logo, existe ny € N tal que para todos n,m > ng, n,m > ny,
€
| fa(w0) = fn(@o) < 3 (1.1.13)

Sem perda de generalidade, consideremos um = € I qualquer de modo que = < z.
Aplicando o Teorema do Ponto Médio na funcao f,(x) — f,,(x) no intervalo [z, 2|, temos

que existe 7 € (x,x) tal que

[fa(@) = fin(@)] = [fal@0) = (@)l = (2= 20)[f(7) = fu(7)] (1.1.14)

Das equacoes [1.1.12] [T.1.13] e [T.1.14] temos:
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[ Fal@) = fnl@) | = | [Fal20) = fz0)] + (@ = 20) fa() = Fru()] |
[ £al@) = fnl@) | < | fal@o) = Finlao) | + | (@ = 20) £2(r) = Fru()] |
[ ful@) = fn(@) | < | Falw0) = fn(w0) | +(6 = @)- | £1(7) = Fru() |
) = Jula) | < S+ 0=a) g

para todos n,m > ng = max{nj,ny} e para todo x € I.

Pelo critério de Cauchy, e dado que foi tomado x € I qualquer, temos que a

sequéncia (f,, : n € N) converge uniformemente.

Agora, mostraremos que f'(z) = lim f!(z), para todo = € I. Dado £ > 0, tome
n—oo

no € N tal que Vn, m > ng e, usando as equacoes |[1.1.12| e [1.1.14] temos que

| (@) = fin(@)] = [fn(0) = fin(2o)] [S € [ 2 =0 | (1.1.15)

e fazendo m — oo, temos

Fula) = fulw) _ f(@) = flaa)|

€
T — X T — Xg 3

(1.1.16)

para todo n > ng.

Seja C' o limite de convergéncia da série numérica (f) (xq))nen. Entao, Vn > ng

| fu(@o) = C| < % (1.1.17)

Como, por hipétese, f, é diferenciavel em zq, entao existe o € R, com § > 0, tal

que, se | — zg| < d, entdo

fn(JT) B fn(xO) . f;z(x[)) <

€
—. 1.1.18
T — X 3 ( )
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Das equacoes [1.1.16], [T.1.17] e [I.1.18| temos que

r — Tg

f@) — flxo) C' _ ‘f(x) — f(x0) _ ful@) = fu(@0) | ful®) = fulzo)

r — g r — 29 r — 29

—fu(@o) + f1,(z0) — C

< ‘f(flf) = f(xo) _ fal@) = Julwo) |
T — X T — Zo
+ f"(x:z. — iz(%) — fr(@o)| +
+ | fa(@o) = C|
< £ g £ .
= 3 + 3 + 3= €

(1.1.19)
para 0 < |z — x| < &, provando assim que existe f'(zo) e que é o niimero C, que po-
demos chamar de lim f,(z¢). Como zy é qualquer, estd provado o teorema, ou seja,

n—o0

4 lim f,(z) = lim ifn(x)

dx n—oo n—oo dx

1.1.2 Séries de Funcdes

Com os resultados enunciados acima, podemos dar prosseguimento a um topico
fundamental para estudarmos as Séries de Fourier. O que mostraremos a seguir € o inicio
do contetido de Séries de Fungoes. Nosso principal objetivo nesta se¢ao é trabalharmos al-
guns dos resultados fundamentais para a construcao das Séries de Fourier, principalmente,
relacionados a convergéncia uniforme, continuidade, integracao e derivacao de séries de

fungoes.

Definigao 1.1.5. Seja {f,, : n € N} uma sequéncia de fungéoes definidas sobre um dominio

D. Fizado m € N, chamamos de Sequéncia das Somas Parciais a sequéncia
Sm =Y ful) = file) + fol@) + - + fu(2),
k=1

para todo x € D.

Se VYx € D, eziste lim Sp,,(x), dizemos que a série ka(x) converge pontual-

m—00
k=1
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mente em D para uma funcao f, definida por
f@) =3 fula) (= lim_ me)) .
k=1 k=1

Precisaremos de alguns resultados de séries de funcoes para responder as seguintes

perguntas:

e Se fi é continuo em D, Vk € N, podemos afirmar que f(z) = Z fr(x) é uma funcao
k=1
continua sobre D?

e Se fi é diferenciavel em seu dominio, Vk € N, podemos afirmar que
o
fl@) =) fix)?
k=1
e Se fj for integravel em seu dominio, Vk € N, podemos afirmar que

/abf(a:)d:v = i/ab fr(z)dx?

Definigao 1.1.6. Seja {f, : n € N} uma sequéncia de fungoes definida sobre um

dominio D. A série g fr(x) converge uniformemente se a sequéncia das somas par-
k=1
ciais (S, : n € N) convergir uniformemente.

Proposicao 1.1.2. Seja {f, : n € N} uma sequéncia de funcoes definida sobre um

dominio D. A série E fr(x) converge uniformemente se e somente se, dado € € R,e > 0,

k=1
m

> ful@)

k=n

existe ng € N tal que <e, Yxr €D, para todos m > n > n,.

o0

Demonstracao. (=) Temos, por hipdtese, que a série E fr(x) converge uniformemente.
k=1

Entao, pela definicao, a sequéncia das somas parciais converge uniformemente, ou seja,

Ve € R,e > 0, existe ng € N tal que
|Sp(z) — Sp(x)] < e

para todo x € D e para todos m > n > ny. Entao:

i+ fot ot fm—fi— o = [l (1.1.20)
= [Sm(z) — Su(z)]
< €
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para todos x € D e para todo m > n > ny.

(«<=) A hipétese nos diz que Ve > 0,3ny € N tal que Z fr(x)| < e, para todos
k=n
m >n > ng. Entao:
= |forr 4 Sl
- 1.1.21
- |3 4@ e
k=n-+1
< €
para todo x € D, para todos m > n > ny. [ |

o
Proposicao 1.1.3. Seja Z fr(x) uma série uniformemente convergente de fungéoes continuas,
k=1

o0
definidas em um intervalo D. Entdo, sua soma f(x) = Z fr(x) € uma fungao continua.
k=1

[e o]

Demonstracao. Como a série g fr(x) converge uniformemente, temos que, pela defini¢ao
k=1
de convergéencia uniforme de séries, a sequéncia das somas parciais converge uniforme-

mente.

Logo, pelo Teorema [1.1.2) a sua soma f(z) = lim E fr(x) = E fr(x) é uma
m—r0o0
k=1 k=1

funcao continua, como querfamos demonstrar. |
o0 [e.e]

Defini¢ao 1.1.7. A série ka(x) converge absolutamente se Z |fr(x)| converge. Se
k=1 k=1

o0 oo

Z | fx(x)| convergir uniformemente (ou simplesmente), dizemos que a série ka(x)

k=1 k=1

converge absoluta e uniformemente (ou simplesmente).

Uma ferramenta importante para determinarmos convergéncia uniforme de séries

de funcoes é dada pelo Teste M de Weierstrass, que enunciaremos a seguir:

Teorema 1.1.6 (Teste M de Weierstrass). Seja Z fr(z) uma série de fungoes definidas

k=1
[o.¢]
em um conjunto D C R e seja { M, } nen uma sequéncia de constantes positivas. Se Z M;,
k=0
converge e se
|[fe(@)| < My

para todo x € D, k=0,1,2--- | entao a série Z fr(x) converge uniformemente em D.
k=1



Capitulo 1. Introdugdo as Séries de Fourier 23

Demonstracao. Temos por hipotese que Z Mj, converge. Logo, Ve > 0,dny € N tal que
k=0

> M
k=n

VYm > n > ng. Como temos a hipétese que {M, },eny é uma sequéncia de constantes

<e,

positivas, podemos afirmar que

m
ZMk < E.
k=n

Logo:
ka = |fn+fn+1+fn+2++fm‘
k=n
< fal + Ul + | fagel + - + [ fml
< DI (1.1.22)
k=n
< > M,
k=n
< €.

Portanto, pela Proposicao |1.1.2, temos que a série Z fr(x) converge uniforme-

k=1
mente sobre D. [ |

o0

Proposicao 1.1.4. Seja ka(x) uma série de funcgoes integrdveis, definidas em um
k=1

conjunto [a,b] C R, que converge uniformemente para uma fungao f em [a,b]. Entao f é

/ ) = g / ).

integrdvel e

o
Demonstra¢ao. Como E fr(x) é uma série de fungoes continuas, convergindo uniforme-
k=1

mente em [a, b], temos, pela Proposicao(l.1.3, que f(z) = Z fr(x) é uma fungao continua
k=1

em [a, b]. Segue que f é uma funcao Integravel em [a,b] e

/abf(q:)da: _ /abkio;fk(x)dx.



Capitulo 1. Introdugdo as Séries de Fourier 24

Agora, basta provarmos que / Z fr(x)dr = Z / fr(x)dz. Da convergéncia

uniforme da série Z fr(x), temos que a sequéncia das somas parciais {S,(z) : n € N}
k=1
converge uniformemente, para todo x € [a, b]. Logo, pelo Teorema temos que

/abf(x)dx:/abifk(x)dx - /abnlggosn(x)dx

b

n—oo a

= i/abfk(x)dx
: |

Proposicao 1.1.5. Seja (f.(x) : n € N) uma sequéncia de funcgdes derivdveis, cujas

derivadas sao continuas no intervalo [a,b]. Suponha que a série E fr(x) convirja uni-
k=1

formemente para uma funcao f(x ka em [a,b],Vz € [a,b]. Se a série ka

convergir uniformemente em [a, b], entao

ka Yz € [a,b].

Demonstragao. Como a série E fr(x) converge uniformemente, temos que a sequéncia
k=1
das somas parciais (S, : n € N) converge uniformemente. Segue do Teorema que

—f(r) = % ;fk(x) = di lim S,(z) = lim isn@) => difk(x).

Com estes resultados podemos iniciar a secao das Séries de Fourier. Tais séries
em particular sao importantes em nosso trabalho pois dao suporte a Transformada de
Fourier, ferramenta fundamental para a admissibilidade das aplica¢oes que faremos neste
trabalho.
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1.2 Série de Fourier

Neste capitulo, traremos alguns resultados para responder a seguinte questao:

quais funcgoes f : R — R podem ser expressas por sua Série de Fourier, ou seja

= %+§:ancos <n7rx> + b, sin (ﬂzﬂ:) (1.2.1)

n=1

1.2.1 Funcgdes Periddicas
Definicao 1.2.1. Uma funcio f : R — R € periddica de periodo T se f(x +T) =
f(z), vz € R.

Se eziste um T # 0 tal que T € o menor periodo positivo de uma funcao f,
dizemos que T € o periodo fundamental de f. Podemos dizer assim, que todo maultiplo

nT', comn € Z também € periodo de f. De fato,
flx4+nT)=flz+n—-1)T+T)=flz+(n—-1DT)= f(z), n=0,+£1,£2,...
Exemplo 1.2.1. 1. A funcdo sinx € periddica e de periodo 2.

2. Considere a funcao f: R — R, f(z) = sin ?, n>1, néeN. Vamos descobrir
qual seu periodo fundamental T'. Observe que para T ser periodo fundamental de f,

temos que ter

T
fla+T)= sin% = sin? = f(z), para todo v € R,
ou seja,
. nm(z+T) . nmx nrT +oos T g ntT | nmx
sin = sin - COS cos — - sin —— = sin —
L L L L L L
L
Para x = —, temos
2n
. T nmT’ .
sin — - cos = sin —,
2 L 2
o que implica em
nmT 1
cos =
L
e pela identidade trigonométrica sin @ + cos> @ = 1, temos que
nrT
i =0.
sin —

Como estamos interessados no periodo fundamental de f, e pelas condi¢oes expostas

nn’l
anteriormente, seque que - = = 27, ou seja, o periodo fundamental de f(x) =

nwx 2L
n— éT7T =—.
sin 7 é -
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|
[
| |
[ | | ‘
| |
0.5 |

o ‘o ‘\
M

1
Figura 1.2.1 — Gréfico da fungao f(t) = cos2nt + 5 sin4rt no intervalo [0,4] C R

Figura[1.2.]].

1
3. Consideremos a funcgdo f(t) = cos 2wt + 5 sindrnt, cujo grdfico estd representado na

1
Observe que o periodo fundamental da func¢ao f(t) = cos2mt + —sindnt € T = 1.
Com efeito,

flt+1)

— cos(2n(t+ 1)) + = sin(dn(t + 1))

= cos(2mt +27) + 5 sin(4nt + 4m)

cos 27t + 3 sin4mt

= f().

1.2.2 Coeficientes de Fourier

Seja f : R — R uma funcao periddica, de periodo 2L. Mostraremos mais a
frente, no teorema [1.2.2] a convergéncia uniforme das séries de Fourier. Entao, para
determinarmos os coeficientes de Fourier, vamos supor que a série

o0
nmw . [/nTX
E a,, COS I + b,, sin I
n=1
convirja uniformemente e que podemos expressar f como

flx) = % + gan cos (?) + b, sin (?), (1.2.2)

26
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com os coeficientes ag, a,, € b, a obter. Pela proposicao|l.1.3] podemos afirmar que a funcao
f € continua, logo pode ser integrada. Podemos afirmar também, pela igualdade, que a

nmx
funcao f tem periodo fundamental 2L, pois este é o periodo fundamental de cos <T)

. /n7mx ) . . e ,
e sin < ) pois, como a soma de finita de fungoes periédicas, de mesmo periodo, tem

N
, A .. nmx . /nmx
o mesmo periodo, a sequéncia de somas parciais Sy = E cos T + sin T tem o

i nmw . /nTx
mesmo periodo de cos (T) e sin (T)

Portanto, pela proposigao [I.1.4] integraremos ambos os lados de [I.2.2] para obter

L
sin (W)dx
L L

L L 00 L
. @ nmxr
/_Lf(x)dx— 5 _Ld:c—irnE:lan/_Lcos <_L )dm+bn/

L
/ dxr = 2L,
-L

/_LL o (?)dm = s (@> ~ i <M> = L sin (n) — sin (—nm)] = 0

Como

nm L nm L nm
e
L
L L L —L L

/_L sin (?)dm = ———cos (%)4—% cos <%> = [cos (nm) — cos (nm)] =0,
obtemos que

1 L

ag = — f(z)dx. (1.2.3)
LJ-y

Para obtermos os termos a,, e b,, vamos usar as Relacoes de Ortogonalidade:

Teorema 1.2.1 (Relactes de Ortogonalidade). Se m,n € Z , entdo

L
/ cos 8 sin T gy = 0, se n,m>1 (1.2.4)
) L L
L
L =m2>1
/ 08 2 cos I gy = e nem= (1.2.5)
) L L 0, se n#m,n,m>1

L L =m>1
/ sin 0 gin g = 4 0 % neme (1.2.6)
I L L 0, se n#*m,n,m>1
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Antes de demonstrarmos o Teorema acima, vamos relembrar algumas relagoes

trigonométricas:

sin(f + 7) = sin(8) cos(r) + sin(r) cos(6) (1.2.7)
sin(f — 7) = sin(6) cos(r) — sin(r) cos(0) (1.2.8)
cos(0 + 7) = cos(6) cos(r) — sin(6) sin(r) (1.2.9)
cos(0 — 7) = cos(f) cos(r) + sin(6) sin(r) (1.2.10)

Somando ([1.2.9) com ({1.2.10]), subtraindo (1.2.10)) por e subtraindo (1.2.7))
por ([1.2.8)), obtemos, respectivamente

2 cos(0) cos(T) = cos(f + 7) + cos(0 — 7). (1.2.11)
2sin(f) sin(7) = cos(d + 7) — cos(d — 7). (1.2.12)
2 cos(0) sin(7) = sin(f + 7) — sin(6 — 1) (1.2.13)

Com essas relagoes trigonométricas, podemos demonstrar o Teorema |1.2.1]

Demonstragao . Vamos mostrar, primeiro, a relagao (|1.2.4)):
Sejam n, m € N* quaisquer. Pela equagao (|1.2.13)), temos que:
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/L cosmms' mﬁxd I/L [s’ (nﬂx+m7rx> . <n7r:v mw:v)]d
—— sin T = = in(— —sin [ — — — T
_I L L 2 ) L L L L
1 L
_ 1 / “in (w) dr
2/ L

L[ ()

L
— e feosl ()] —cos{— (] -
—L
_27r(n —m) [cos[(n —m)n] — cos[—(n — m)7]]

pois cos(f) = cos(—0),Vl € R.

Para mostrarmos a relagao (1.2.5)), vamos considerar n,m € Z , tais que:

e Se n # m, temos, usando a relagao (|1.2.11)):

L nmwr mmx 1 L nmwr mmx nmTx mmx
COS —— COS dr = — CoSs (— + ) + cos (— — ) dx
_I L L 2 ) L L

L . .
= By Ol sl el
L ) )
27(n+m) sinf(n —m)z] —sin|(n +m)7]

pois sin(km) = 0, Vk € Z.

1
e Se n = m, temos, usando a identidade trigonométrica cos?(#) = B cos(260) + 1:



Capitulo 1. Introdugdo as Séries de Fourier 30

L L
1 2
/_L cosn—zxcos m;xdx = 5/_Lc082( n[irx) + 1dx

1 [r 2 1 [
= —/ cos(mm>dx+—/ dx
2) . L 2/ .

— ﬁ[sin@nﬂ) — sin(—2nm)| + %[L —(—=L)]

= L

Y

pois sin(km) = 0,Vk € Z.
Para mostrarmos a relacao ([1.2.6)), vamos considerar n, m € N*, tais que:

e Se n # m, temos, usando a relagao (|1.2.12)):

/ L nmx . mmx 1 / L nTr = MnT nTr  MmnT
sin — sin de = = Cos (— + ) — COS (— — ) dx
_I L L 2

L . .
— gy il ] = sinl(n + ] -

pE T sin[(n — m)x] — sin[(n + m)7]

pois sin(kw) = 0,k € Z.

1
e Se n = m, temos, usando a identidade trigonométrica sin?(f) = 5[1 — cos(20)]:
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L L
1 2
/ sin nre sin mrr de = — / 1 — cos? N dx
L L L 2 ) L

= Z[L-(-L) - i[si1r1(2n7r) — sin(—2nm)]

4mn

pois sin(km) = 0,Vk € Z.
|

O teorema acima ¢ chamado de Relagoes de Ortogonalidade por conta do produto
interno no espacgo de fungoes, ou seja, sejam f e g fungoes no espago de fungoes com

produto interno definido por
()= | f@)-gla)d
Dizemos que f e g sdo ortogonais se (f,g) = 0.

Com as Relacoes de ortogonalidade bem definidas, podemos encontrar os coefici-

entes de Fourier. Para encontrarmos a,,, multiplicaremos a expressao
oo
ag nmx . /n7Tx
r)=—+ acos(—>+b sm(—>

mmx
por cos (%), em ambos os lados, para m > 1 fixado, obtendo:

muT\ _ do mnx = nmwx mnx . (NTX mmx
f(x)cos( i ) =3 cos< 7 )—l—;ancos <_L >cos (—L )—ansm <_L )cos( i

Ao integrarmos em ambos os lados, temos

(TWI'QZ) <m7rx> 4
ay, COS I3 COS 7

—i—/Lb . (mr:v) (mmc)
n Sin ( —— ) cos .
_I L L
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Usando as relagoes de ortogonalidade, obteremos a seguinte expressao para a,:

ap = %/LL f(z) cos (m;r:v) dx (1.2.14)

mmx
De forma andloga, ao multiplicarmos a expressao ([1.2.2) por sin (T)’ em

ambos os lados, para m > 1 fixado, obtemos

Faysin (T0) = % gin (") 45 o8 (P8 ) sin () sin (72 sin (7.

Ao integrarmos ambos os lados, e usando as relagoes de ortogonalidade, obteremos

a seguinte expressao para by:

b, = %/_LL f(z)sin (?) dx (1.2.15)

Definigao 1.2.2. Seja f : R — C uma funcao integrdvel. Dizemos que f € £ se

/_OO 1 (2)|dx < (1.2.16)

Assim, podemos definir a série de Fourier de uma fungao f da seguinte forma:
Definicao 1.2.3. Seja f : R — R wma funcao periédica, de periodo 2L, f € Z.

Dizemos que a Série de Fourier de f é dada por

nmTT nwT
L

f(z) ~ %CL(] + g (an cos —— + by, sin T) : (1.2.17)

em que

w=1 | LL f(@)de,
a, = %/_LLf(x)cos (?) dx e

b, = %/_LL f(z)sin (m;/rx) dz.

Podemos nos perguntar o seguinte: quando a série de Fourier de uma funcao

estd bem definida? Quais as condig¢oes necessarias e suficientes para que a série de Fourier
convirja uniformemente para a sua funcao f. Neste sentido vamos trazer alguns resultados

que irao nos ajudar a demonstrar a convergéncia uniforme das séries de Fourier.
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1.2.2.1 Estimativas dos Coeficientes de Fourier

Nesta sessao iremos encontrar estimativas para os coeficientes de Fourier de uma

funcao dada. Assim:

1.

1.

Supondo que f seja periddica, com periodo 2L, f € .24, podemos obter as seguintes

estimativas:

1 [ nwT 1 [t
_ ! el < = . 1.2.1
|ay| ‘L/_Lf(x)cos 7 de| < L/_L|f(a:)\d$ ( 8)
Além disso,
1 [F 1 [t
Ib,| = ’z/_Lf(x)sm$dx < Z/_L|f(x)|dx. (1.2.19)

Com isso, temos que se [ € .2, existe uma constante M € R tal que

la,| < M e |b,| < M,¥n € N*.

Agora, suponhamos que f seja periddica, de periodo 2L, derivavel de modo que

1 b
= Z/L f(x) cos ?dw.

Ao integrarmos por partes, obtemos

f' € &4 . Entao, temos que:

L
n =7 — f(x) sin@ » Lmr/ f'(x)sin mdx

nmx |l

Como f(z)sin -, = 0, obtemos
1 f( Jsi nm:d
ap = —— sin —dx
nmw L
e, tomando os valores absolutos,
e T (1220
Qp| >~ — € xZ. 2.
nw J_ |

De maneira analoga, temos:

1 L
bn:—/ f(m)sinn—zzdx
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Ao integrarmos por partes, obtemos
—L nmwx nwx
b, = — f(x)cos — f ) cos —dx
Lmr

Como f é periddica de periodo 2L, temos que

—L nmx |L —L
T (x) cos < .= %[f([/) cos(nm) — f(—L) cos(—nm)] = 0.

Portanto, segue que
1 nwT

by = — f( 7) cos ——dz

nm

e tomando os valores absolutos, temos

b < i/ /()] dz. (1.2.21)

nmw J_p

Portanto, quando temos uma funcao f continua e que sua derivada ' € .4, conclui-

se que existe uma constante M de modo que
M M
la,| < — |b | < —,Vn e N".
111. Agora, se supusermos que f seja periddica de periodo 2L, com primeira derivada
continua e f” € 4, podemos melhorar as estimativas dos coeficientes de Fourier.

Se integrarmos a equacao

1 nmwx
n= " —d 1.2.22
¢ n f( ) sin I ( )
por partes, obtemos
1 , L nrx|" L " nwx
e T — — — —d
a — { f(:r;)mT cos — B mr f () cos 7 da
e entao, tirando o valor absoluto, temos
L L "
janl <~ /_L\f (2)|da (1.2.23)

Para estimarmos b,,, vamos integrar por partes a equagao

1 nmwx
b, = — —d 1.2.24
e — f( ) cos “Toda (1.2.24)

para obtermos

b, = —— _ -/
nmw (x)mr St L

1{,L_n7m:L

. nm

L
- — f”( ) sin n—zxdx}
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e entao

- /" (x)|d. (1.2.25)

—L

b <
Portanto, existe uma constante M de modo que

M
|| < 5+ |bnl < 5 Vn € N

Tais estimativas sao melhores pois, a medida que n — oo, a sequéncia (—2)
n
neN

1

converge mais rapidamente para 0 que a sequéncia (— .
n

neN

1.2.3 Convergéncia Uniforme da Série de Fourier

Dadas as estimativas dos coeficientes de Fourier, podemos caminhar para demons-
trarmos o Teorema da Convergéncia Uniforme das Séries de Fourier. Para isso, vamos
trazer duas desigualdades importantes para a demonstracao: a Desigualdade de Bessel e

a Desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Desigualdade de Bessel e Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Definigao 1.2.4. Seja f : R — C uma fung¢do. Dizemos que f € %, se

/_Oo 1 (2)[2de < oo (1.2.26)

Neste caso, denotamos o valor dado em ([1.2.26)) de || f||.«.

Para construirmos a Desigualdade de Bessel, precisaremos considerar as Reduzidas

das séries de Fourier, ou seja, fixado n € N*, a funcao

kmx

+Zakcos—+bk8m 7

em que ag, a, € by sao os coeficientes de Fourier.

Definigao 1.2.5. Seja (f,)nen uma sequéncia de fungoes tais que f, € %, ¥n € N, em

um intervalo [a,b]. Dizemos que (fn)nen converge em média quadrdtica para uma funcao

f ez se
lim/|fn (2)|2da.

n—oo

/ (@) — F(2)Pda

¢ chamada o erro médio quadrdtico, na aprorimacao de f por f,.

A expressao
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Nosso objetivo é mostrar que as reduzidas s,(z) da série de Fourier de uma
fungao f € % sao os polindmios trigonométricos que melhor aproximam de f em média

quadratica. Para isso, consideremos um polindémio trigonométrico de ordem n:

kmx
—l—chcos——l—dksmT

Sendo

vamos mostrar que €, < €,,Vn € N.

L

& = / tu(a) — f(x)Pda

—L

c kmx
= / (O+chcos——|—dkSHlT>—f($)|2d$
L k k
iy .Y
- 2
+ (Z Ch COSkLLx + dj, sin k%) -

k=1

—2f(x <00+chcos—+dksinkﬂ)+|f( )|]

Usando as relacoes de ortogonalidade e as expressoes dos coeficientes de Fourier,

podemos expandir a expressao dada em

L

n n L
€, = Ecé — Lagco+ LY (i +di) = 2L ) " (arcy + bydy) + / |f () *d.
k=1 k=1 -L

Completando quadrados, obteremos a seguinte expressao:

L L L
€, = 503_La000+§ an—l—LZ ck—i—al2 —2LZ arCr + brdy)+

+LY (aj +b}) LZakerQ /|(:v)|2dx.
k=1
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E entao, obtemos a seguinte expressao para €,:

k=1 k=1 (1.2.27)

Observando a equacao ((1.2.27)), temos que, se ag = ¢g, cx = a € d = by, com
k=1,2,...n, é o caso em que obteremos o menor valor de ¢,. Esse caso ainda é o que

obtemos a igualdade entre €, e ¢,, provando assim que, em geral, ¢, < €,,Vn € N.

Visto isso, para obtermos a Desigualdade de Bessel, podemos observar que €, > 0

quaisquer que sejam os coeficientes ¢ e di. Logo, tomando um n € N qualquer,
L I n
0<en= [ 1) - Sad— LY (a4 )
—L k=1
e, entao, . B
S+ LY+ < [ |fa)fd
k=1 -

Como a escolha do n foi arbitraria (logo, valendo para todo n € N), temos que a expressao

para a Desigualdade de Bessel é
L > L
§a3+LZ(ai+bi) < /Llf(x)Pd:c- (1.2.28)
k=1 -

Uma outra desigualdade importante para demonstrarmos o Teorema da Con-

vergéncia Uniforme das Séries de Fourier é a Desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Proposicao 1.2.1. Seja n € N e sejam a = (a1, az,...,a,) € b= (by,bs,...,b,) vetores
do R". A Desigualdade de Cauchy-Schwarz para vetores do R" tem a segquinte

(%)

Demonstracao. Dado t € R, considere o somatério

forma:

[SIE
[

n

> b

=1

(i b§> (1.2.29)

j=1

n

Z(CL]' + tbj)2.

J=1

Abrindo o produto notavel temos

ia]%—tb Za +2t2a]b +t22b2
j=1
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Observando o lado esquerdo da equacao acima, temos que a expressao € sempre
> 0, para todo t € R. Olhando o segundo membro, observemos que trata-se de um
trinomio do segundo grau em t. Como o lado esquerdo é sempre maior ou igual que zero,
temos que o discriminante do trindmio do segundo membro é sempre menor ou igual a

zero. Ou seja,
n 2 n n
2> b | =4 {2 a || Db ) <0,
j=1 j=1 j=1

e portanto

N|=

Y| <2(3) (35
Jj=1 Jj=1

Dadas as desigualdades, ja temos municao suficiente para demonstrar o teorema

sobre a Convergéncia Uniforme da Série de Fourier.

Teorema 1.2.2 (Teorema sobre a Convergéncia Uniforme da Série de Fourier). Seja f
uma funcao periddica de periodo 2L, continua e com f' € %. Entdio a série de Fourier

de f converge uniformemente para f.
Demonstragao. Considere a seguinte expressao

nmx
—ao+ g ancos——i—b sin —,

L
:%/LLf(x)cos (?) dr e
= %/if(a:)sm (m;r:v) dx,

como sendo a série de Fourier da funcao f. Para mostrarmos a convergéncia uniforme da

com

série de Fourier, vamos mostrar que a série

[e.9]

Z nmwL b nmwx
a, COS —— p, SIN ——
L L

n=1

converge uniformemente. Como

nma
ancosT‘ <lan| e

vamos verificar em quais condigoes se da a convergéncia da série

o0

k:l
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Como f é continua, ' € % e considerando

L

nmx
/ f'(x) sin ——

os coeficientes de Fourier de f', temos, pelas equacoes dadas em ([1.2.22)) e (1.2.24)), obte-

mos
-L, L
a, = —>u,, b, =—a,
™m ™m

Portanto, a reduzida de ordem n da série (|1.2.30)) é

n n

> (el +1bel) = =

k=1 k=1

(lak] + [04])

| =

Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que

1

S (] + 18] (Zk> (Z |a;|+|b;|>2> .

k=1

Assim, obtemos uma majoracao para reduzida da série (|1.2.30)), dada por

SIS

Z(Iakl +[ok]) < — (Z k2> <Z(\a2| + |b2|)2> (1.2.31)

k=1 k=1

Como (|a|+ |b])? < 2(a? +b?), obtemos da expressdo acima a seguinte majoracio

para a reduzida da série (|1.2.30)):

En:(|ak| + [bx]) < Q (k; %)

k=1

=

(Zua;f + |b;|2)) . (1.2.32)

k=1

1
Logo, quando n — o0, temos que a série numérica Z w2 converge (LIMA,

k=1
2004)) e, pela Desigualdade de Bessel,

00 L
S (a2 + 2) / 1/ (@))dz < oo,
k=1 —L

Portanto, pelo Teste M de Weierstrass, dado em [1.1.6] a Série de Fourier converge

uniformemente para f. ]
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1.2.4 Forma Complexa da Série de Fourier

As séries de Fourier podem ser expressas na forma complexa. Para construirmos,
vamos considerar a formula de Euler (FIGUEIREDO, 2014)),

e = cosf +isiné
e = cos — isinb.
Se fizermos € 4+ e~ obtemos
e? + e =cosh +isinf + cosh —isinfh = 2cos¥,
obtendo a seguinte expressao
e 4 =i
cosf = — (1.2.33)

0

De forma angloga, se fizermos € — e teremos

e — e = cosf + isinf — cosO + isinf = 2isin b,

obtendo a seguinte expressao

o0 _ p—if
nf = ———. 1.2.34
sin 5 ( )

Com as expressoes de seno e cosseno na sua forma complexa, podemos escrever

os coeficientes de Fourier usando tais expressoes, da seguinte forma:

nwx nmw a b , a b ,
. b, si _[(Zn, “n inwx/L Yno Un —inmx/L
a cos—L + SIH—L (2 +22’)€ +<2 22,)6 )

intx/L

Logo, o coeficiente ¢, para e ¢ dado por

no by 1 , 1 [t ‘
Cp = In —(an, —ib,) = —/Lf(:v) (cos?—zsin?) dx,

ou seja

I :
=57 /L f(x)e /Ly, (1.2.35)

Definimos também

1 L
co = % = = /L f(z)d. (1.2.36)
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Logo, podemos definir que, se f : R — R for uma funcao periédica, com periodo

2L e f € 4, podemos dizer que a série de Fourier de f podera ser escrita da forma

o0

fl@)y= > cpemm/t (1.2.37)

com

1 [ ,
oL |,



42

2 Reconstrucao: Conceitos principais e Ad-

missibilidade

Nessa secao, introduziremos algumas notacgoes, defini¢oes e alguns teoremas im-
portantes para a fundamentacao tedrica da nossa aplicacao. Estes sao necesséarios para
deixar claro que tudo que faremos em seguida tem validade. Nos darda também o suporte
necessario para poder explicar sobre quais condi¢oes o programa que desenvolvemos no
MATLAB esté operando.

2.1 Transformada de Fourier

Para construirmos os conceitos da transformada de Fourier, vamos comecar com
um exemplo bem importante. Consideremos uma funcao “Retangulo”, isto é, a funcao

v : R — R definida por

1, |t <

0, [t]>

~
I
N O =

cujo grafico é como mostramos a seguir:

~3/2 -1 —1/2 0 1/2 1 3/2

Figura 2.1.1 — Grafico da funcao 7, retirado das notas de aula (OSGOOD), 2009).

Como podemos perceber, a fungao v nao é periédica, portanto, nao tem sua
série de Fourier bem definida. Vamos entao criar uma versao peridédica da funcao para
nos auxiliar na construcao da transformada de Fourier. Para tornéa-la periddica, vamos
criar copias da sua parte nao nula e vamos separa-las de forma igualmente espacada.

Apresentaremos um exemplo da versao periédica de v, com periodo 15, na figura [2.1}
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- - - - - . |
—20 —13 —10 —b -101 5 10 15 20

Figura 2.1.2 — Grafico da versao periédica da funcdo =, retirado das notas de aula (OS-
GOOD) 2009).

Como 7 é periddica de periodo, digamos T', podemos calcular sua série de Fourier

na expressao
oo

—0o0

e calcularemos seu n-ésimo coeficiente ¢,, que nos dé o seguinte resultado:

T/2 A
/ ,y(t)e—Qﬂmt/Tdt

71T/22
_ 1 / |
~1/2

t=1/2
T e—27rint/T /
—2min

. 6—27rnit/Tdt

t=—1/2
= — ( min/T efm'n/T)

Podemos chamar o valor de ¢, da “transformada da versao periédica de v”, nos

n ) ) .
pontos T com n variando de 1, +2, - - - . Definiremos como T a “transformada da versao
periédica de 4" e como T’ a “Transformada da versao escalonada e periédica de 7”. Entao,

escrevemos da seguinte forma:
n 1 ™
T(5) = = sin (5).
(T) ™ ST

n o
Como estamos trabalhando nos pontos w = T podemos multiplicar a transfor-
mada mostrada acima para obtermos a versao escalonada em T da transformada, isto

¢,

T/(

Nl s

1 ™
1)
) — sin 7

n
E como w = f, €SCrevernos

T'(w) = % sin (w) .
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Para T = 16, temos o seguinte grafico para a Transformada de ~:

0.07

Recapitulando, construimos a transformada da versao periédica da funcao -~y

usando seu coeficiente de Fourier, obtendo:

1 T/2 )
- T.= / 7<t)6727r1nt/Tdt
T J 7/

T/2 '
_ / ’)/(t)e_Qﬂmt/Tdt.

-T/2

NS

Quanto T' — oo, os limites de integracao passam a ser +oo e substituindo a

.y . n . , n
variavel discreta T pela varidvel continua w (w = T), obtemos:

A(w) = / h y(t)e 2™t dt

Definicao 2.1.1. O Espaco de Schwartz ou espago das fungoes rapidamente decrescentes,

que denotamos por S, € o subespago vetorial formado pelas fungoes ¢ € C*°(R"™) tais que

aa
li F— =0
dm P 5o¢) =0,

quaisquer que sejam k € N e o € N”,

Estendendo o que construimos acima para qualquer funcao f peridédica, podemos

definir as Transformadas de Fourier da seguinte maneira:
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Definigao 2.1.2. A Transformada de Fourier de uma funcio f(t) € S € dada por;

+oo
f(w)-—h/1 e 2T E(t)dt (2.1.1)
O dominio da transformada de Fourier ¢ um conjunto de ntiimeros reais w. Dize-
mos que f estd definido no Dominio das Frequéncias e o sinal original f(t) estd definido

no Dominio do Tempo.

No caso do exemplo que construimos acima, podemos chamar a Transformada de
Fourier da funcao v de

F(w) ou Fry(w).

e

Proposicao 2.1.1. A Transformada Inversa de Fourier de uma funcao f € S é

dada por
+00

f(z) = f(w)e™ @ dy (2.1.2)
Demonstracao. Consideremos a expansao da versao periédica de f pela série de Fourier,

dada por
+oo

f(l’)z Z Cn€2m'wz

n=—oo

n , .
com w = T T o periodo da fungao e

[t
e =7 /_ ) e 2T £ (¢)dt

Pela definicao da Transformada de Fourier,

+o00

fluy = [ empar

Logo, temos que
1 4
Cp = ff(w)

Segue que

+oo +o0 1.

— 2miwz — - 2miwz
fo)= 3 ™= 3 2iw

1
Seja 7= Aw. Temos que:

+oo 1. '
@) = > mf e

+o0 R '
_ Zf(w)eQ“mAw.
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+oo
Fazendo Aw — oo, o somatdrio g f(w)e*™* Aw converge para a integral,

—0o0
pela soma de Riemann:

+00
f@) = 3 flw)e e aw

“+o00

~

12

(w)e2ﬂ'mwdw'

—0Q
Segue, portanto, que a transformada inversa de Fourier é dada por

“+o00

flz) = F(w)e2™ ™ duw.

—0o0

Claro que, ao manipularmos as funcoes no MATLAB, precisaremos de conceitos
para funcoes discretizadas. Além disso, sinais de audio ja vém discretizados. Entao,

sempre que necessario, traremos aqui algumas defini¢oes analogas para funcoes discretas.

Definicao 2.1.3. A sequéncia q : Z. — C pertence a o se

D ol < o0 (2.1.3)

keZ
Definigao 2.1.4. A Transformada de Fourier em Discrete-Time (DTFT) da sequéncia
q ¢ definida por
j(w) = Z qre” 2t (2.1.4)

kEZ

Precisaremos, em algum momento do processo de reconstrucao, trabalhar com
uma amostragem da funcao f, com um espacamento especifico T. Entao, definiremos a

Amostragem em Grade da funcao f como

[f]T = [ x 7f(_2T)7 f(_T)7f<O)7 f(T>7f<2T>7 .- ]

Definigao 2.1.5. O flip de uma funciao f e de um filtro digital q =|...,q-1,q0,G1,---] €
dado por

fz)=f(-z)e(¢")i=q, i €Z

Trés propriedades das Transformadas de Fourier sao fundamentais para o desen-

volver da nossa construcao. Sao elas:
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Proposicao 2.1.2 (Linearidade da Transformada de Fourier). Seja f : R — C e g :
R — C fungoes, com f,g € S e seja a um escalar real ou complexo qualquer. Entao,

valem as sequintes propriedades:
F(f+9)(w) =F f(w) + Fg(w)
F(af)(w) = aZ f(w)

Demonstracao.

F+aw) = [ (0)+ o) ar

— / f —2mwtdt 4 / g(t)e—27riwtdt

= w) + F g(w).

Fapw) = [ arwe

— / f —27rzwt dt

= aF f(w
]

Proposicao 2.1.3. Seja f : R — C uma fungao, com f € S e seja o um escalar real

qualquer. Vale o sequinte:
F(f(t+a))(w) = ™F f(w)

Demonstracgao.

8

F(ft+a)(w) = F(t+a)emdt

88

—27rzw(u ) du

88

e

_ 27r2wa / f 72mwud

— 27rzwad¢ f

I
\\\
k,‘

f —Qmwu 27r1wad

Proposicao 2.1.4. Seja f : R — C wma fung¢ao com f € S e seja o um escalar real

qualquer diferente de zero. Vale o sequinte:

F(f(t) () =~ F f(%)
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Demonstracao.

F(f(at)(w) = / " flat)e vty

= / f(w)e ™ a —du
17> Cpiw

— _ ™ ’Md
L s
1 w

= —Ff(=)
a «

2.2 Convolucio

Em nosso trabalho, usaremos filtros digitais para modificar um sinal de dudio.
Mas, falando de maneira geral, como podemos usar um sinal para modificar outro? J&
falamos da propriedade da Linearidade das Transformadas de Fourier que, de certa forma,
sao uma aplicacao do que queremos. Mas, o que acontece se, dados dois sinais quaisquer

f(t) e g(t), o que acontece se fizermos o produto das suas transformadas, isto é,

F [(w)F g(w)?

O produto das transformadas de Fourier de f(t) e g(t) nos fornece:

F f(w) T g(w) = /_ " it g gy / " e () dy

o —00
Usaremos diferentes variaveis t e x para combinarmos o produto em uma integral

dupla.

/ 6727riwtg<t>dt / 6727riwxf(x)dx — / / 6727riwt€727riw:vg(t)f(x)dtdx

[e.9] —00

— / / 6727Tiw(t+m)g(t)f(x)dtdx

_ /_ Z ( /_ Z e%iw@ﬂ)g(t)dt) f(x)dz

Fazendo a mudanca de variavel u = t 4+ z, teremos t = u — z, du = dt e os limites

permanecem 0s mesmos. Entao,

| ( I e‘QWiw(t”Lx)g(t)dt) flade = [ ( [ eyt w)du) f(@)de.
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Trocando a ordem de integragao (Teorema de Fubini), obtemos:

/ Z < / Z e 2 g (y — x)du) fla)dz = / Z / Z e 2 g(u — x) f(x)dudz
_ /_ Z /_ Z e=2miwn gy — 2 f(z)dwdu
_ / : 2 ( / Z glu— ) f(x)dx) du

Se denominarmos a integral interna determinada acima de h(u), teremos
) = [ glu=a)fa)ds
produzindo
/00 e 2miwy (/OO g(u — x)f(m)dx) du = /OO e b (u)du = Fh(w),
que ¢é a transformada de Fourier da funcao h.
Com isso, podemos definir a Convolugao entre os dois sinais f(t) e g(t). Em

analogia com a convolugao continua, definiremos também convolugao discreta e mista.

Definicao 2.2.1. Dadas funcoes f,g € S, sequéncias c¢,q € U5 e T € R. As convolugoes

continua, discreta e mista sao dadas por:

Continua
= / ft)g(x —t)dt (2.2.1)
Discreta
(c*xq), = Z Chn—k (2.2.2)
keZ
Mista
(qxr [)(@) =) quf(x — kT) (2.2.3)
keZ

Podemos também enunciar o Teorema da Convolucdo, cuja demonstracao é a

construgao acima.
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Teorema 2.2.1 (Teorema da Convolucdo). Sejam f,g € S duas funcgoes e f * g sua
convolugao. Seja F o operador Transformada de Fourier, tal que Ff e Fg sdo as

Transformadas de Fourier de f e g respectivamente. Entdo
F(fx9)=Ff Fyg.
Demonstracao. Vide construgao no inicio desta secao. ]

Treés propriedades da Convolucao sao importantes de serem citadas: a comutati-

vidade da convolugao e a distributividade.

Proposicao 2.2.1 (Comutativa). Sejam f,g € S duas funcgies e f * g sua convolugado.
Entao,

frg=gx].
Demonstracao.

(Fea) = [ fgle -t
= / f(z —u)g(u)du (fazendo mudanga de varidvel x — t = u)

= (g*N)@).

Proposicao 2.2.2 (Associativa). Sejam f, g e h fungées com f,g,h € S. Entao,
fr(gxh)=(fxg)«h

Demonstracao. Usaremos o Teorema da Convolugao:

Ffx(g*h))(w) = Ff(w)-[F(g*h)(w)]
= F[-(Fg- h)
= (Ff-Fg)- F
= FI(f*g)*h](w )

Aplicando a Transformada Inversa em ambos os lados da igualdade e, como
“LZf = f, temos que
[ (g=h)(t) = (f % g) *h(t).

Proposicao 2.2.3 (Distributiva). Sejam f, g e h fungdes com f,g,h € S. Entao,

fx(g+h)=fxg+ f=h.
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Demonstracao.

Frtgmlo) = [ fOl+ e - o

_ [%f@ﬂx—w+/ff@mw—wﬁ

= [fxg+ fxn|(t)

2.3 Estagios de Reconstrugao

Vistos os conceitos acima destacados, podemos construir a seguinte abordagem

para reconstrucao e amostragem de um sinal.

A figura2.3.1]indica a abordagem de amostragem e reconstru¢ao. De modo geral,
uma aproximacao fT de f é obtida seguindo alguns estdgios: uma pré-filtragem usando
um pré-filtro de andlise, para eliminar, em f, frequéncias acima de o7 seguido de uma
filtragem; aplicando o filtro digital ¢ por convolucao discreta; e entao reconstruindo fr a

partir de uma funcao geradora .

: : i P
f—= (/1) H@—» q ‘—)‘": @(+/T) E_>f'1‘
input b ! output
continuous samplin, digital reconstruction

prefiltering plng filtering

Figura 2.3.1 — Pipeline de reconstrugao moderno, retirado de (SACHT] 2014])

Considere uma funcio f € .£? integravel qualquer e um filtro " de andlise

(pré-filtro) qualquer.

7 Y(x)
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Operamos f e 9"(-/r) usando uma convolugao continua

(f % (/1)) = / " f@)(e - Todt

de modo a construirmos outra fungdo com densidade menor de pontos no dominio (re-

solu¢do menor).

Jxp (/1)

Em seguida, obteremos uma amostragem discreta com espacamento T, obtendo

- L4
PR d &
” By n <
o A3 n *
“ A n *
Y
u * n
Py -
'y r
Y n
=
”W V(' /T )]T

Aplicaremos entao o filtro digital g € s, aplicando convolugao discreta com [f x

o(-/7)]

* 0 L] *
L]
L]
n

n

L}

» L

PY

c= [f*wv(’/T)]T* q

*
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e, em seguida, criando o sinal fr, aplicando a sequéncia ¢ uma convolucao com uma funcao

geradora o(-/7)

.

o= Uy (/)] % q e e/ )

Definicdo 2.3.1. A inversa de g, quando existir, ¢ outra sequéncia denotada ¢~ tal que
gxq'=0=[..,0,1,0,0,...]

Definicao 2.3.2. Um filtro digital q € dito FIR (Finite Impulse Response) se tem um
nidmero finito de elementos diferentes de zero. Um filtro digital q € dito IFIR (Inverse
of Finite Impulse Response) quando € a inversa de um filtro FIR. Além disso, um filtro

digital ¢ € FIR-IFIR se pode ser escrito como q = q1 * @2, em que q1 € FIR e g3 é IFIR.

O subespaco Vetorial das funcoes geradas por copias de um gerador ¢, com

amostragem em grade T', é dado por
Vor ={f=> a-pla—kT) | Vce b},
keZ
pois, dado um gerador ¢, a convolugao iterada dele com ele mesmo gera uma familia de

geradores com mesma amostragem, como mostra o exemplo abaixo.

Exemplo 2.3.1. O subespago B-spline é a familia de geradores mais comumente usada,

que podem ser definidos como

1, se |x]|<0.5
B'=2 05, se |x]|=05 ep =p""xp (2.3.1)
0, se |z|>0.5

A Transformada de Fourier correspondente é

. n+1
B = sind™ ™ (w) = (sm mu) , n>0 (2.3.2)
Tw
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2.4 Admissibilidade

Com esses conceitos definidos e tracados, de forma geral, a sequéncia de passos
para a reconstrucao de um sinal, vamos discutir na proxima sessao as hipdteses da teoria,
ou seja, quais resultados necesséarios para tornar nosso processo de reconstrugao valido e

para que nossa funcao gerada f esteja bem definida.

Definigao 2.4.1. Dado um r € R,r > 0, definimos o espag¢o de Sobolev W3 como o

conjunto das funcgoes f que satisfazem

/_00(1 +w?)" | f(w) |? dw < co.

[e.9]

Tomando a funcao f de entrada em nossa reconstrucdao, assumiremos que

1
f e Wy para algum r > 3
Alguns exemplos de fungoes que pertentem ao Espaco de Sobolev sao:

e Fungdes f € % de banda limitada (ou seja, IM > 0 tal que f(w) =0, YVw €
R\ [-M, M])

e Funcdes f tais que f(w) tem decaimento exponencial.

1
Teorema 2.4.1. Seja T > 0. Seja f € W3, para algum r > 3¢ seja Y um filtro digital
tal que Ik € R em que | Y ||lo< k < 00. Entdo [f " (-/7)|r € s

Demonstracao. (BLU; UNSER], [1999) |

Teorema 2.4.2 (Teorema de Plancherel-Parseval). Dadas f,g € S, tem-se

/OO f(x)g(x)ds = /00 f(w)g(w)dw (2.4.1)
Demonstracao.

(e 9] o0

_ /_ e /_ " ez ) dwda.

[e.e] o0

Pela Inversa da Transformada de Fourier, temos que
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|t = [5G [ e fududs

o0 [e.9] o0

- [ i@

o0

No processo de reconstrucao, usaremos o filtro digital q seja FIR, IFIR ou FIR-
IFIR. Filtros ¢ = ["] ! ou ¢ = [ag:] ! sdo exemplos de IFIR filtros. A ideia do préximo
resultado é mostrar que, apés aplicarmos um filtro digital q IFIR, FIR ou FIR-IFIR, em

um c¢ € {5, a convolugao c¢ * ¢ ainda permanecera em /5.

Teorema 2.4.3. Seja c € Uy e seja q um filtro digital FIR, IFIR ou FIR-IFIR. Entao
c*xq € ly.

Demonstragao. (SACHT, 2014) Primeiramente iremos demonstrar o caso em que q é FIR.

Para mostrarmos que ¢ * ¢ € {5, basta mostrarmos que E | c*q |2< 0.
kez

Pelo Teorema de Plancherel-Parseval e o Teorema da Convolugao, temos que

D lexali = éw)-q(w) I,

keZ
= [ lew) i) P du (242
_ A 2 —2kmiw |2
= [ o) P Y e
2 keZ
Como ¢ ¢ FIR, existem finitos pontos ¢x que sao diferentes de zero. Logo

E gre 2P ¢ uma soma finita de funcoes continuas. Seja

keZ
2
M = max > L qe (2.4.3)
keZ
Da equagao [2.4.2] temos
%
Slerali = [0 o) PY g P du
keZ = keZ
2
S M/ |é(w) |2 dw (2.4.4)
_1
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em que usamos o Teorema de Plancherel-Parseval na tltima igualdade de

provando assim que ¢ * q € {5 se q ¢ FIR.

Se ¢ é IFIR, sua Transformada de Fourier é dada por

B 1
- z qkef2m'wk )

Como ¢ é IFIR, temos que o denominador de nao pode ser zero. Entao,

tomando

~

g(w) (2.4.5)

2

1
M= o (2.4.6)
temos
dlexqly = | éw)-d(w) L,
keZ
N 2
= [ 1w i) P du
/§IA<>|2 LT (2.4.7)
= aQw —2miwk w o
1 > qre

< M/ | é(w) |* dw

1

2
= MZ’Ck’2<OO

keZ

provando, assim, que ¢ * g € {5 para q IFIR.
No caso em que g é FIR-IFIR, temos que ¢ pode ser escrito como ¢ = ¢; * ¢ em
que ¢; € FIR e ¢» é IFIR. Entao, temos que
cxqg=cx* (@ *q)=(c*q)*q

e como ¢q; ¢ FIR, pelo primeiro caso, temos que ¢ * q; € {5 e, pelo segundo caso ja

demonstrado acima, segue que c* ¢ = (¢* q;) * go € L. [ |

Definicao 2.4.2. A auto-correlagdo de uma funcdo ¢ pode ser denotada da forma

o

0,(0) = (p* ") (x) = / (t)p(t — z)d. (2.48)

— 00

Para prosseguirmos com nosso esquema de reconstrucao, devemos tratar da funcao
geradora ¢. Para nosso trabalho, devemos assumir que existem constantes A, B € R tais

que

0<A<a,(w)<B<oo, (2.4.9)
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quase em todo ponto.

Se considerarmos ¢ = 8, temos que

a, =B+ =p'xpl =3 (2.4.10)
e
141
a, = la,] =[] =]...,0,0, 0 6’0’0’ ] (2.4.11)
Entao
1 . 4 ‘ 1 .
aA<,o — 667271'@11)(71) + 66727”11)0 + 667277110-1
4 1 . .
— 6 + s (62w1w+6—2ﬁzw)
(2.4.12)
_ 4 N 2 €2m’w + e—27riw
66 2
! + —sin2
= = — SI1 Z27TW
6 3

Como —1 < sin27w < 1, temos que

4 1<A<4+1 -
_—— — a — —
6 3~ 776 3
(2.4.13)
1
= A::§§a20§1 =B

Ao assumirmos a hipdtese 2.4.9, traremos um resultado importante na recons-

trugao.

Teorema 2.4.4. Seja T > 0 e seja ¢ um gerador tal que

0<A<a,(w)<B<oo, (2.4.14)

quase em todo lugar, para algum A, B € R. Entao V,1 € um subespago fechado de Lo.
Demonstracao. (SACHT) [2014)) [

O préximo resultado é um dos mais importantes com respeito a amostragem e

reconstrucao de sinais.
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Teorema 2.4.5. Seja f uma funcdo para qual existe W > 0 tal que f(w) = 0,YVw €

R\[-W,W]. Entao, a aproximacao dada em nosso esquema de reconstru¢ao produz fr =
sin

1
< — — — — o7 —
f,seT < 2W’w d,q =10 e p(z) = sinc(x) —

Demonstragao. (SHANNON]| 1949) [

Este resultado no diz que, se tivermos um sinal f tal que sua Transformada de
Fourier tenha banda limitada, isto é, f(w) = 0 para todo w € R\[-W, W], para algum
W > 0, sua reconstrucao f, tendo vdlidas as hipéteses do Teorema [2.4.5 reconstréi

exatamente o sinal f. Porém, este resultado nao é muito usado na pratica, pois geralmente,
sintx

os sinais de dudio e de imagem nao sao de banda limitada. Além disso, ¢(x) = nao

tem suporte compacto, o que tornaria a convolugao cx* impossivel de ser implementada.
Isso ocorre pelo fato de que o custo computacional desta operacao é determinado pelo

suporte de .

Por conta disso, dado ¢ de suporte compacto, precisamos encontrar qual funcao
do espago V,, r estd mais proxima de uma dada funcao f. Na métrica do espago %, a
fungao que queremos ¢ a projecao ortogonal da fungao f no espacgo V,, r, ou seja, a fungao

c*r ¢ € Vi, r que ¢ solucao para o problema

argmin || f —(cxr ¢) 1= Por(f) (24.15)

e, também, uma caracteristica da projecao ortogonal P, r(f) é que seu residuo com a f,
ou seja, [P,r(f) — flLV,r.

O préximo resultado nos trard uma expressao para a projegao ortogonal da fungao

f no espago V,, 7.

Teorema 2.4.6. Sejam ¢ uma funcao geradora que satisfaz (2.4.14), T >0 e f € 2.

Entao a projecao ortogonal de f em V,r € dada por

Por(f)=[f*¢"(-/7)]r * [atp]_l x7 (/1) (2.4.16)
em que v = e q=[a,] "

Demonstragao. (SACHT, 2014) Para simplificarmos a demonstragao, assumiremos 7' = 1.

Se [f—P,r(f)] é ortogonal a V,, 1, entdo podemos dizer que ,para algum ¢ € V,, qualquer,

(f = Per(f), ) =0,Vk € Z (2.4.17)
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Como o produto interno em .# é dado por: (f,h) = / f(z)g(z)dz, temos que

(= Parli)e) = [ T (f - Par(f) - pl@)da (2.4.18)

o0

e podemos reescrever o descrito em [2.4.18 como

[(f = Por(f)) x "] =0 (2.4.19)

Se P,r(f)) = c* ¢, temos que

[(f=Pox(f)*¢"] =0 <
& [(f-(cxp)xp']=0 &

2.4.20
& [frell=cxlpxe] © (2420
& c=[fxe]xlpxe]™
Obtendo assim, que ¥ = ¢ e ¢ = [p * ¢"] ' = [a,)] [

2.4.1 Ordem de aproximacao e Quasi-Interpoladores

Ao encontrarmos a melhor aproximacao para a fungao f € % em V,, r, a ideia é
pensar no quao préximo de f estd essa aproximacao. Um modo de tratar desse conceito

é com a seguinte definicao:

Definicao 2.4.3. Um gerador ¢ tem ordem de aproximacgao L se L for o maior

inteiro positivo de modo que exista uma constante C' > 0 tal que

I f = Por(f) ln< C-T5 || fO) ||,V € Wy (2.4.21)

A ordem de aproximacao nos dd um modo de compararmos os diferentes métodos
de reconstrucao. Quanto maior a ordem de aproximacao L, o erro tende a zero mais
rapidamente, quando 7" — 0. No teorema anterior, dados dois métodos diferentes de
mesma ordem, aquele que tiver menor constante C' serd o método cujo erro tende a zero

mais rapidamente quando 7" — 0.

Um importante resultado nos da a ideia de determinarmos se um gerador dado

tem ordem de aproximacao L.

Teorema 2.4.7. Seja ¢ uma fungao geradora que satisfaz (2.4.14) e tem suporte com-

pacto. Sdao equivalentes as afirmacgoes a sequir:

i. p € Vo, para todos os polinomios p de grau L —1 e VT' > 0.
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. Jpgr € Vo tal que

Vp polinomio de grau L — 1, Zp(k)gij(ac — k) = p(x) (2.4.22)
keZ

iii. $(0) #0 e @™ (k) = 0,Vk € Z\{0} e Ym € {0,...,L — 1}

w. @ tem ordem de aproximacao L

Demonstragao. (SACHT) 2014) [

Definicao 2.4.4 (Quasi-Interpoladores). Dado um gerador ¢ e ) =6, ogr = q* ¢ € dito
um quasi-interpolador de ordem L, se ele reproduz exatamente todos os polinémios de
grau L,

([p] * ¢ x p)(z) = p(x),Vp polinomios de grau L — 1 (2.4.23)

Quando ¢ satisfaz a afirmacgao i do teorema para ordem de aproximacao

L, temos a existéncia um quasi-interpolador.

2.4.2 Erro de aproximacao

Até o momento, apenas podemos comparar o erro apresentado pelo processo
de reconstrucao através da ordem de aproximacao das projecoes ortogonais. A seguir,
apresentaremos um resultado que quantifica o erro dependendo da escolha do T e que
pode ser aplicado para diferentes escolhas de ¥, q e ¢ (SACHT) 2014).

Teorema 2.4.8. Seja 1, q e ¢ funcoes que satisfazem as condi¢oes de admissibilidade

dadas na se¢ao|2.4. Para todo f € W3 com r > > o erro de aprorimacdo é dado por

TP ( I E(Tw)dw) be(rT), (2.4.24)

o0

em que e(f,T)=o0(T") e

Demonstracao. (BLU; UNSER], [1999) [ |
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3 Resultados e Conclusao

3.1 Filtros e Geradores

Para escrevermos o script de reconstrucao de um dudio qualquer no MATLAB,
vamos precisar efetuar, basicamente, duas operacoes: uma convolucao discreta entre o
som original, discretizado, o qual queremos reconstruir, e uma filtragem digital. A re-
construcao, como vimos anteriormente, se d4 com a combinagao entre um filtro digital
e uma fungao de reconstrucao. Logo, para concluirmos nossa reconstrugao, vamos apli-
car o resultado dessa primeira convolucao a uma funcao geradora, continua por partes,

operando-os com uma convolu¢ao mista.

Os filtros e fungoes geradoras que temos disponiveis para efetuar os testes sao:

Filtros

Filtros Finite Impulse Response

Dalai 1 Dalai 2 Dalai 3
Filtros Infinite Impulse Response
B-spline 1 B-spline 2 B-spline 3
Condat 1 Condat 2 Condat 3
Sacht-Nehab 1 | Sacht-Nehab 2 | Sacht-Nehab 3

Omoms 2 Omoms 3

Funcoes Geradoras

Geradores
B-spline 1 B-spline 2 B-spline 3
Sacht-Nehab 1 | Sacht-Nehab 2 | Sacht-Nehab 3
Omoms 2 Omoms 3

Os quais, na reconstrugao de imagens, sao combinados da seguinte forma:
e ifir 5-spline 1 e B-spline 1: (UNSER; ALDROUBI; EDEN] [1991));

o ifir B-spline 2 e B-spline 2: (UNSER; ALDROUBI; EDEN]| [1991));

o ifir B-spline 3 e B-spline 3: (UNSER; ALDROUBI; EDEN]| [1991));
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e ifir condat 1 e B-spline 1: (CONDAT; BLU; UNSER] 2005);

e ifir condat 2 e (B-spline 2: (CONDAT; BLU; UNSER) 2005);

e ifir condat 3 e B-spline 3: (CONDAT; BLU; UNSER) 2005);

e ifir sacht_nehab 1 e sacht_nehab 1: (SACHT; NEHAB, 2015);

e ifir sacht_nehab 2 e sacht_nehab 2: (SACHT; NEHAB| 2015);

e ifir sacht_nehab 3 e sacht_nehab 3: (SACHT; NEHAB, 2015);

o fir dalai 1 ¢ B-spline 1: (DALAT; LEONARDI; MIGLIORATT, 2005);
o fir dalai 2 e B-spline 2: (DALAIL;, LEONARDI; MIGLIORATI, [2005);
o fir dalai 3 e B-spline 3: (DALAIL;, LEONARDI; MIGLIORATI, [2005);
e ifir omoms 2 e omoms 2: (BLU; THCVENAZ; UNSER] 2001));

e ifir omoms 8 e omoms 3: (BLU; THCVENAZ; UNSER), 2001]).

3.2 Escrevendo os Scripts

Nosso intuito neste trabalho é reconstruir um som, cuja amostragem esteja abaixo
da usual, tornando-a de melhor qualidade, independente do seu fim. Por exemplo, uma
caixa preta de aviao grava um audio, em média, de 3000H z a 6000H z. Tal frequéncia nos
da um som que pode ser muito dificil de escutar com clareza. Para podermos comparar,
a frequéncia de amostragem em que geralmente se gravam as musicas nos CDs e DVDs
sao de 44.100H z a 48.000H z.

Por isso, e para podermos comparar o resultado da reconstrugao, tomamos sons
gravados a 44.100H z e subamostramos, tornando-os menos audiveis. Para fazer a suba-

mostragem, agimos da seguinte forma:

Considere um som mono (podemos também utilizar sons estéreos, mas para fa-
cilitar, trataremos um som mono) gravado a 44.100H z, tal que sua representagao no
MATLAB nos leva a um vetor com (44100 - tempodosom(s)) x 1. Subamostramos esse
vetor escolhendo somente os valores de entrada, igualmente espagados, 10 a 10. Nesse

caso, formaremos um novo vetor com o som a 4.410H z.

De posse desse novo vetor, aplicamos a ele uma convolucao discreta com um
filtro digital ¢, previamente determinado e, em seguida, uma funcao geradora ¢, que iréd

reconstruir este som, obtendo uma representagao continua, que amostramos a 44.100H z.

Para aplicarmos o filtro digital no som original, prosseguimos da seguinte maneira:
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Aplicando os Filtros digitais no MATLAB
Os filtros digitais sao F'IR (Finite Impulse Response) ou [FIR (Inverse Finite
Impulse Response). Suas informagoes sao descritas na forma de um vetor
q= [Oa 07 oy q—nyqd—(n-1)y---,4-1,90-915 - - - dn—1,4n, - - - 707 0]7
comq; € Req_, =q, VneN.

Exemplo 3.2.1. Filtro IFIR - Sacht Nehab Linear:

q=1[0,...,0,—0.00272602, 0.11566267,0.77412669, 0.11566267, —0.00272602, 0, . . ., 0].

Para filtros FIR sendo f : R — C um sinal de audio qualquer, aplicamos
uma convolucao discreta entre o sinal e o filtro ¢ : Z — C, criando um sinal de audio

c: 7 — C
CZQ*[f]Ta

de modo a aplicar o filtro em toda a extensao do sinal.

Entao, para aplicarmos a convolugao nos filtros FIR, devemos analisar ponto a

ponto do dominio, ou seja, para algum T > 0,

Ck:ZQz‘fk'f(T‘i)-

1EL

Como estamos trabalhando com MATLAB, o som ¢é transformado em um vetor
N x 1 (ou matriz N x 2 se for estéreo), em que N é o nimero de linhas do som e os indices
vao de 1 até V.

Seja q : Z — C um filtro FIR qualquer definido por

q= [Oa-'-707(]—27(]—17QO7Q17Q2707---70]

com q; ER, g_o=q,q =q_;,i =1,2, eseja f : R — C um sinal de dudio amostrado.

Aplicaremos uma convolu¢ao discreta entre o filtro ¢ e a funcao [f]r amostrada

com T' =1 e analisaremos ponto a ponto para criar uma sequéncia c : Z — C tal que

CkZZqZ'—k'f(T'i).

1EL

Como ¢; = 0,Vj € Z\[-2,2], temos:

] 1—2 < 2 =
=y qi f(0) {H . .

i€Z =2 = i

IN IV
w
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Z%z ) =a - f(=D+aq- f0)+q-f(1)+q1-f(2)+q-2-f(3)

1=—1

] 2—1 < 2 S 100> 0
Cz—iezsz—z"f(l) {2_2. > 9 o o< 4

= ZQZ—i f@) =g FO) +aqi- F(D)+qo- f(2)+q1-fB3)+q o f(4)

. 3-i < 2 o i > 1
C3_ZQ3—i'f(l) {3_1. > 9 o i < 5

1E€EL

=§:%4-ﬂ0Zwaﬂ%+m-ﬂ%+@mf6%+myfﬂy+¢xf®)

) 4—7 < 2 s 1 > 2
04—223614—2"]0(@) {4_1. > 92 & i < 6

}j%z- ()= F2) +a-f3)+a- f(4)+q1-f(5)+q2- f(6)

Se N for o nimero de linhas do som, teremos:

, N—-4—7 < 2 & 1 > N-6
CN—q4 — —4—j 7
N—4 ieZZqN4 f() {N—4—z’2—2<:>i§]\7—2
CN—4 = Z qn-a-i"f (1) = g f(N=6)+q1- f(N=5)+qo- f (N —4)+q-1- f(N=3)+q-o- f(N-2)
i=N—6
, N-3-1 < 2 & 1 > N-=5
CN—_3 — —3—4 7
N-3 ieZZqNg f() {N—S—i > 2 o i < N—1

CN-3 = Z qn-3-i-f(i1) = qo- f(N=5)+q1- f(N—4)+qo f(N=3)+q_1- f (N —=2)+q_2- f(N-1)

1i=N—-5

N-2—73 < 2 = 1
CN—2 = E qn-2—i - f(7) { L .
s N—-2—7 > -2 & 4

IN 1V



Capitulo 3. Resultados e Conclusdo 65

CN—2 = Z qn—2-i"f (i) = - f(N—=4)+q1- f(N=3)+qo- f (N —=2)+q_1- f (N=1)+q_2- f(N)

i=N—4

) N—-1—-7 < 2 < 3 > N-—-3
CN‘IZZZ:QN‘I‘Z"N) {N—l—z’ > 2 & i < N+1
N+1
CN-1 = Z qn-1-if(1) = @2 f(N=3)+q1- f(N—=2)+qo- f (N —1)+q_1- f(N)+q_o- f(N+1)
i=N—3
) N—7 < 2 &S 3 > N-2
CN:;C]N”'N) {N—z’ > 2 & i < N42
N+2
CN = Z qn—i- [(i) = @2- [(N=2)+q1- f(N=1)+qo- f(N)+q-1- fF(N+1)+q_a- f(N+2).
i=N—2

Como no MATLAB os indices negativos e o zero do sinal f, f(0), f(—1), f(=2),
assim como f(N + 1), f(N + 2), ndo s@o representados, e como nos filtros os valores
¢ = q—i,t = 1,2,..., compensamos a nao existéncia dos valores dos sinais com indice

negativo dobrando os valores que estao sendo multiplicados pelo mesmo filtro.

Este processo, denominado “Extensao por Espelhamento”, é utilizado quando a
convolugao gera valores, em seu resultado, que dependem de pontos inexistentes no sinal
original. Com isso, utilizam-se os indices dos filtros digitais, que compreendem o mesmo
valor, para corrigir o valor inexistente, resultado da convolugao (CUNHA; TEIXEIRA,;
VELHO| 2001)).

Portanto, como nas duas primeiras linhas e nas duas tltimas temos
c(D)=q2 f(=1)+g1-f0)+q-f(1)+aq-f(2)+a-f(3)
c(2)=q2 f0)+q-1-f(1)+q- f(2)+aq f(3)+a-f(4)
((N=1)=q2 f(N=3)+q1- J(N=2)+q - f(N=1)+a f(N)+q- f(N+1)
¢(N)=gq2  f(N=2)+q1- f(N=1) +q - f(N)+a f(N+1)+g-  f(N+2),
corrigindo os indices 0, —1,—2, N + 1, N + 2 com a extensao por espelhamento, teremos
c(1) = qo- f(1) +2q1- f(2) +2g2- f(3)
c2) =q-1-f(1)+q0- f(2) +aq- f(3)+2¢2- f(4)
o(N—=1)=2q2 f(N=3)+q1-f(N=2)+q f(N-1)+aq-f(N)
¢(N)=2q2 f(N=2)+2¢1- f(N = 1)+ qo- f(N).
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Percebe-se entao que, se o sinal f é representado como

f(1)
f(2)
f3)
f(4)
[f] = : :
f(N =3)
f(N=2)
fIN 1)
IASAPR o
podemos representar a filtragem digital ¢ * [f] por um produto matriz-vetor @ - [f], em
que
% 20 2 0O 0 0 0 ]
-1 9 ¢ 2¢ 0 0 0
g2 ¢-1 Qo G ¢ 0 0
0 g2 g1 0 @ @ 0
) : ) ) ) ) ) :
0 G2 g1 Q@ @ q@ 0
0 d—2 (G-1 do @1 Qg2
0 0 0 2¢2 g do 1
i 0 0 0 0 299 291 qo 1 vun
Portanto, temos a convolucao ¢ = ¢ * f representada no produto matriz-vetor a
seguir:

Qo 21 2¢2 O 0 0 0 f(1)

1 @ @ 2¢2 0 0 0 f(2)

¢—2 ¢-1 G G G 0 0 f(3)

0 g2 q¢1 q1 a2 0 f(4)

c=Qx[f] : . : ) . . : .

0 d—2 q-1 qo q1 @2 0 f(N =3)

0 0 ¢2 ¢1 @ @ @ (N =2)
0 0 0 2¢9 g¢g1 g ¢ f(N—=1)

| 0 0 0 0 2¢2 2¢1 q | | f(N) i

Para filtros IFIR sendo f : R — C um sinal de dudio amostrado qualquer,

aplicamos uma convolucao discreta entre o sinal e a inversa do filtro ¢ : Z — C, criando

um sinal de dudio ¢: Z — C

c=q " f,
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de modo a aplicar o filtro em toda a extensao do sinal.

Como g+xq '=q¢'*q=06=1[0,...,0,1,0,...,0], devemos calcular o filtro ¢ de

modo que g * ¢ = f.

De forma analoga ao filtro FIR, encontramos as seguintes expressoes para f:

g2 -c(—=1)4+q-1-¢(0)+qo-c(l)+q-c(2) +q - c(3)

~

—
—_

SN~—
|

—2-c(0) +qo1-c(1)+qo-c(2) +q1-c(3) + q2- c(4)
fB)=q2-c(1)+q-1-c(2)+q0-¢(3) +q1-c(4) + g2 ¢(5)

f4)=q2-c(2)+q1-¢c(3) +qo-c(4)+q-c(5) + g2 - c(6)

-
o)
\)
N—
I
B

JIN=3)=qo-¢(N—=5)+q1-c(N—4)+q -c(N—=3)+q -c(N—=2)+¢q -c(N—-1)
JIN=2)=qo-¢(N—4)+q1-c(N=3)+q-c(N—=2)+q -c¢(N—1)+q-c(N)
JIN=1)=qo-¢c(N—=3)+q1-¢c(N=2)+q-c(N—1)+q -c(N)+q-c(N+1)

J(N)=qo-¢(N—=2)+q1-¢(N—=1)4+q -c¢(N)+q-c¢(N+1)+qgs-c(N +2)

Corrigindo os valores que nao sao representados no MATLAB, pela extensao por

espelhamento, podemos transformar esta convolu¢cao num produto matriz-vetor

G 2¢1 2¢2 0 0 c(1)
-1 Qo @ 2 0 c(2)
G2 91 G G @ 0 c(3)
0 q2 g1 @ @ P 0 c(4)
= Qe : . . . . . . ’
0 ¢—2 4-1 Qo G @2 0 c(N —3)
0 0 g2 g1 @ TR ¢(N —2)
0 0 0 22 g G ¢ c(N —1)
0 0 0 0 22 2¢1 q c(N)

transformando nosso problema no sistema linear
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o 201 22 0 0 0 0 0 c(1) f(1)
-1 9 ¢ 2¢ 0 0 0 0 c(2) f(2)
92 q¢-1 Qo ¢ ¢ 0 0 0 c(3) f(3)
0 g2 g1 @ ¢ a2 0 0 c(4) f(4)
0 0 =2 ¢-1 @ @ ¢ 0 c(N -3 SN —
0 0 0 g2 ¢ 40 @1 42 o(N —2 (N =
0 0 0 0 2¢2 g1 ¢ ¢ o(N —1 J(N =
00 0 0 0 2¢2 2¢1 q | | c(N) | i f(N) |

Para resolvermos este sistema, vamos fatorar a matriz () usando fatoragao LU,
de modo que (Q = LU, em que U é uma matriz triangular tri-diagonal inferior e L é uma

matriz triangular tri-diagonal superior.

A Fatoragao LU (ou decomposi¢ao LU) é um método de decomposicao de matrizes
que é fornecido diretamente do método de eliminacao gaussiano e é usada pelo ganho
computacional na solucao de problemas Az = b muito grandes. A matriz U é resultado
final da eliminacao gaussiana aplicada a matriz original A, enquanto a matriz L é o
produto das inversas das matrizes elementares, que originaram a matriz U. Para mais
detalhes, consultar o capitulo 17 do livro Algebra Linear (LIMA, [2000).

Entao, para resolvermos este sistema, utilizamos a funcao mldivide, ou Backslash
“”, do MATLAB, prépria para resolucao de sistemas lineares Axr = B, que pode ser
observado no apéndice [A] Além disso, como a matriz () é uma matriz, geralmente, muito
grande (a leitura de um som mono de 5s de duracdo, amostrado a 44.100H z, gera uma,
amostragem do sinal de 237.568 x 1 e o processo de filtragem digital gera, neste caso,
uma matriz ) 237.568 x 237.568). O armazenamento de uma matriz 237.568 x 237.568
necessitaria de uma quantidade extremamente alta de memoria. Por conta disso, e pelo
fato da matriz () ser uma matriz esparsa, ou seja, possui uma grande quantidade de ele-
mentos que valem zero, utilizamos o método de construcao de matrizes esparsas, também

disponivel nos scripts do apéndice [A]
Portanto, fazendo
Q-c=If]
L-U-c=lf]
U-c=L\[f]
¢ = UN(LA[S)),

encontrando assim o sinal filtrado ¢ aplicando o filtro IFIR ¢~' no sinal amostrado [f].
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Reconstruindo o Sinal

Para reconstruirmos um sinal, vamos supor que queiramos reconstruir o sinal
f R — C que esta amostrado a 4.410H z. Sabendo que uma boa amostragem para som
¢é por volta de 44.100H z, precisamos reconstruir este som para obtermos a amostragem

que precisamos.

Consideremos n = 10 como sendo o nimero de vezes que iremos aumentar a
resolucao deste som. Apés aplicarmos o filtro, seja ele FIR ou IFIR, encontramos o
sinal de dudio ¢ : Z — C filtrado. Como o processo de filtragem do sinal nao altera
sua resolucao, temos que o sinal ¢ tem amostragem a 4410Hz. Iremos construir o sinal
f : Z — C aplicando a convolugao mista entre o sinal filtrado ¢ e a fungao geradora
¢ : R — C, ou seja
flx) = clk)plz — k).

keZ

Cada funcao geradora ¢, normalmente, é uma funcao Polinomial por Partes, ou
seja, para determinados intervalos de seu dominio, a fungao assume uma forma polinomial
distinta. Logo, no caso das fungoes geradoras, como descrito na convolucao acima, para
cada valor de x — k, a funcao ¢ poderda assumir formas diferentes. Por exemplo, as
geradoras Sacht Nehab 1, Sacht Nehab 2 e Sacht Nehab 3 se diferenciam em sua

aplicacao na funcgao original, e assumem formas diferentes, como vemos na figura (3.2.1}

(A) (B) (€)

Figura 3.2.1 — (A) Funcdo Geradora Sacht Nehab 1; (B) Fungao Geradora Sacht Nehab
2; (C) Funcao Geradora Sacht Nehab 3.

Exemplo 3.2.2. Generate Function - Sacht Nehab 1: r =z —k,x € Dom(f),k €

Z:
if Ir| <1 return o(r) = 0.89538176 — 0.79076352 - |r|

else if |r|=1 return ¢(r) = 0.05230912

else return @(r) = 0.

Para reconstruirmos um sinal usando uma funcao geradora ¢ : R — C qualquer,

devemos analisar as condicoes estabelecidas para r, para assim podermos calcular o som
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reconstruido f, como observamos na figura [3.2.2l Supondo que a funcdo geradora %

imprime condigoes para |r| = 0,|r| < 1 e |r| <2, vamos analisar os casos

flz) = clk)p(z — k).

keZ

Figura 3.2.2 — A figura nos indica que a fungao geradora ird, a partir dos pontos da f,
construir no sinal f os pontos que fariam parte da amostragem original.

Iremos analisar ponto a ponto a convolugao descrita acima para a reconstrucao
do sinal f:

1-kF < 2 < k
> =2 &k

IN IV

F) =" e(k)-p(1=k) = e(=1)-0(2) +¢(0)- (1) +¢(1)-(0) +¢(2)-p(—1) +¢(3) - p(~2)

2 &k
-2 &k

-0.9
3.1

IN IV

)
—~~
=
=
I
o
—~
™
S~—
A
—~
=
—_
|
=
——
=
—
|
ol
IV IA

> —0.8
-2 & k < 32

f(1.2) = Z c(k)-p(1.2—k) =c(0)-p(1.2) + (1) - ©(0.2) + ¢(2) - ¢(—0.8) + ¢(3) - p(—1.8)
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2 & k
-2 & k

21—k
21—k

2 < ko> 01
-2 & k < 4.1

F21)=> (k) (21— k) {

<
>

F21) =) clk)-p(21—k) = c(1)-p(1.1) +¢(2) - (0.1) +¢(3) - p(—0.9

~—

+c(4)-p(—1.9)

0.2
4.2

F(22) = (k) p(2.2— k)

kEZ

22—k < 2 & k
22—k > -2 & k

>
<

4

F(22) = c(k)-p(1.2—k) = ¢(1)- 9(1.2) +¢(2) - 9(0.2) +¢(3) - o(—0.8) + c(4) - p(—1.8)

k=1

Se N for o numero de pontos no sinal de dudio amostrado [f], devemos também

analisar os ultimos valores do sinal f:

FIN=11)=> c(k)-o(N-11-k)

{N—l.l—k < 2 e k N —31
keZ Z

>
N-11-k -2 & k < N+09

FIN=11) = > (k) o(N—11-k)

N —3)-¢(1.9) + ¢(N —2) - ¢(0.9)
+c(N —1) - o(—0.1) + ¢(N) - o(—1.1)

I
o =

) N-l1-k <2 & k > N-3
f(N—l):éC(/f)'sﬂ(N—l_k) {N—l—k > -2 & k < N+1
) N+1
FIN=1) = > ek)-o(N—=1-Fk)
k=N-3

— o(N = 3)-0(2) + (N —2)- (1)
Fo(N = 1) - p(0) + ¢(N) - p(~1)
+e(N +1) - 9(—2)
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~ N-09—-k < 2 & k > N-29
FIN=09)=> c(k)-o(N-09—k) = -
~ N—-09—-k > -2 & k < N+11
~ N+1
FIN=09) = > elk)-o(N—09-k)
k=N-2

= ¢(N—=2)-¢(1.1)+¢(N—1)-¢(0.1)
+c(N) - p(—0.9) + ¢(N + 1) - p(—1.9)

2 < k > N-2
-2 & k < N+2

=
|
??4
IV IA

k=N—2
= (N =2)-9(2)+c(N—=1)-¢(1)
+e(N) - 9(0) + ¢(N +1) - (1)
+c(N +2) - o(—2).
Da forma andloga a analise feita nos filtros digitais, ha alguns pontos resultantes
na convolucao com a funcao geradora que nao sao representados no MATLAB. Assim, cor-

rigimos essa falta, usando extensao por espelhamento, dobrando o valor que representara

a mesma condicao dada pela funcao geradora. Assim, teremos que

f(1) =c(1)-9(0) +2-¢(2) - o(=1) +2-¢(3) - p(-2)

F(1.1) =c(1) - ¢(0.1) + ¢(2) - (=0.9) + 2 - ¢(3) - p(—1.9)

F(1.2) =c(1) - ©(0.2) + ¢(2) - p(—0.8) + 2 - ¢(3) - p(—1.8),



Capitulo 3. Resultados e Conclusdo 73

JIN=1)=2-¢(N =3)-¢(2) + (N =2)- ¢(1) + ¢(N = 1) - 0(0) + ¢(N) - (1),

FIN=0.9)=2-¢(N =2) - o(1.1) 4+ ¢(N — 1) - (0.1) + ¢(N) - o(—0.9),

JIN)=2-¢(N =2)-9(2) +2-¢(N = 1) - (1) + ¢(N) - 9(0),

concluindo nossa anélise para montarmos os scripts, disponiveis no apéndice [A]

3.3 Resultados

Para obtermos um audio com baixa resolugao, tomamos um som em formato
Waveform Audio File Format (.wav), com resolugdo padrao (44100H z) e tomamos uma
subamostragem do sinal. Por exemplo, para reduzir a amostragem de um sinal de audio,
de 44100H z para 4410Hz, copiamos para um novo vetor (ou matriz, caso o som seja
estéreo) apenas os valores do som original com espagamento de 10 em 10, ou seja, se s
é o som original e s’ é o som subamostrado, teremos que s'(1) = s(1), s'(2) = s(11),

s'(3) = s(21), e assim por diante.

Ao testarmos os scripts nos sons mal amostrados, nao tinhamos clareza de que
estava havendo alguma reconstrucao do som. Portanto, para nos auxiliar nos testes,

buscamos uma forma visual de comparar o som original com o som reconstruido.

Para isso, obtemos os espectrogramas dos sinais com que estamos trabalhando.
O espectrograma é uma representacao visual do espectro das frequéncias de um som ou
qualquer outro sinal que varia em funcao do tempo. Para calcular o espectrograma de
um sinal, seja x um sinal, representado por um vetor N x 1, N € N. Como o vetor = é

dado por x = [z(1),x(2),...,z(N)]’, sua transformada de Fourier ¢ dada por

Podemos representar o calculo da transformada de Fourier de z como o produto matriz-

vetor

r=F-x,

onde F é o conjugado de F e F é a matriz de Fourier N x N:
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i2m idm 27N
enN ... e N

idmw i8m i2r N
enN enN ... e N

i2r N jop2N o N2

[ N e N o e e N

Para calcularmos o espectrograma de x, considere m € N, com m < N e tome
a matriz X € C™*™=™) como sendo a matriz cujo vetor [z(1),z(1),--- ,z(m)]' é sua
primeira coluna, [z(2),z(3), - ,z(m + 1)]" é sua segunda coluna, e assim por diante. O

espectrograma do sinal z é a matriz X dada por
X=F X

Ao tirarmos os espectrogramas do som mal amostrado, do original e da sua re-

construcao, e compararmos seus graficos, dados nas figuras [3.3.1], [3.3.2] e [3.3.3] tivemos
um indicativo de que os métodos de reconstrucao de imagens funcionam na reconstrucao

de sons, auxiliando-nos, pois ouvir os audios das reconstrucoes nao nos davam a certeza

da aproximagao entre eles.

-50
-100

-150

Time (secs)
10

5
Frequency (kHz) 0

Figura 3.3.1 — Spectrograma do som de um violao actstico, tocando notas graves e agudas,
a 44.100H z.

As imagens nos indicam que, ao aplicarmos os métodos de reconstrucao de ima-
gens a um som que esteja mal amostrado, ha na sua reconstrug¢ao uma maior proximidade
com o que deveria ser um som com amostragem adequada, tornando, assim, os métodos
de reconstrucao de imagens testados possiveis métodos de reconstrucao de sons. Porém,

as comparacoes visuais dos espectrogramas nao nos dao clareza para concluir qual dos
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-50

-100

-150

Time (secs)
10

Frequency (kHz) 0

Figura 3.3.2 — Spectrograma do mesmo som de violao actstico, reconstruido usando Filtro
e Gerador Sacht Nehab 2 a 44100H z.

05
Freguency (kHz) 1]

Figura 3.3.3 — Spectrograma do mesmo som de violao actustico, mal amostrado, a 4410H z.

métodos é o melhor para aplicar em audio. Para isso, precisaremos usar alguma ferra-

menta para medir aproximacgao entre o sinal original e o sinal reconstruido.

Neste sentido, o método denominado Peak signal-to-noise ratio (PSNR) é o

mais comumente é utilizado para medir qualidade de reconstrugao de imagens.

Para utilizarmos este método, precisamos primeiro calcular o chamado Erro
Médio Quadratico (Mean Squared Error - MSE), em que, se f é o sinal original,

f sua reconstrucao e N o tamanho dos sinais, podemos definir o MSE entre f e f da
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seguinte forma:
N-1

MsE =3 [r6) - )]

i=1

Entao, podemos calcular o PSNR (em dB) da seguinte forma:

MAX?

PSNR=10-1o —_—
€10 ( MSE ) )

em que MAX é o valor maximo, em decibéis, que podemos encontrar em um som (no

caso do MATLAB, a fungao audioread, que transforma o som em um vetor (ou matriz,

no caso estéreo), gera sons em no maximo 1dB. Logo, no caso de medirmos o PSNR da

reconstrucao no MATLAB, devemos usar M AX = 1). Neste método, quanto maior for o

PSNR, mais proximo do original esta o sinal reconstruido.

Para podermos concluir qual dos métodos de reconstrucao de imagens é o que
melhor aproxima a reconstrucao de um som, criamos um banco de dados de sons diferentes
para testarmos os métodos e fazermos a andlise. Este banco de dados se constitui de sons
criados sinteticamente, através de simuladores artificiais, para criar sons limpos e bem
definidos e de sons de fala obtidos no site Free Sound} de sons livres. Tal banco contém
um som de sino, um violao tocando notas de grave a agudas, uma sitar, uma nota solo de
violoncelo, uma clarineta, um som de orquestra completa, uma fala masculina, uma fala
feminina e um som de bateria em ritmo. Tais sons foram selecionados e gravados para
apresentar a mais variada amplitude sonora, e com isso, obtermos uma conclusao mais

precisa sobre os métodos de reconstrucao.

Portanto, usando este banco de dados, criamos um script (disponivel também
no apéndice para comparar os métodos de reconstrugao em diversos niveis de suba-
mostragem do som. Neste script, geramos subamostragens de cada audio em diferentes
niveis, e a cada subamostragem, reconstruimos para resolucao original, usando todos os
métodos, e tomamos a distancia entre o som reconstruido e o som original, via PSNR.
Como resultado desta comparacao, foram plotados graficos mostrando que, para cada

nivel de subamostragem do som, este gera um erro, cujo valor é dado pelo calculo do

PSNR.

Esses graficos foram feitos da seguinte forma: Primeiro subamostramos o som
original, tomando apenas 5 dos seus pontos e em seguida reconstruimos para seu tama-
nho original, usando cada método separadamente, e medimos seu PSNR. Logo depois,
tomamos - dos pontos do som original e em seguida reconstruimos para seu tamanho
original e medimos seu PSNR. Este processo continua até fecharmos os graficos, que sao

construidos em funcao do “Aumento de Resolucao” e do seu respectivo PSNR.

1 https://freesound.org/
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Ao aplicarmos os métodos no som de uma bateria, podemos observar no grafico
que o melhor método de reconstrugao de sons, dentre os métodos de reconstrugao

de imagens, é o que utiliza o Filtro IFIR Bspline 1 e a funcao geradora Bspline 1.

32 T T T T T T T
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31.5 - : sacht nehab3 .
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condat2 - bspline2
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- ifir bspline1 - bspline1
- ifir bspline2 - bspline2
N - ifir bspline3 - bspline3 | |
305 fir dalai1 - bspline1
fir dalai2 - bspline2
- fir dalai3 - bspline3
o 30 + ifir omoms2 - omoms2 | ]|
= ifir omoms3 - omoms3
N
O 295 .
29 | .
28.5 |- .
o
\:Q\“ ~ -
L SSSTI -
275 | | | | | | |
5 10 15 20 25 30 35 40 45

Aumento de resolugao

Figura 3.3.4 — Grafico PSNR de reconstrucao do som de uma bateria.

Podemos observar também que nos sons dos sinos (figura [3.3.5), voz de fala
feminina (figura[3.3.6)) e no som de orquestra completa sintetizada (figura3.3.7), o método
que utiliza o Filtro IFIR Bspline 1 e a funcao geradora Bspline 1 também se destaca

na reconstrugao do sinal.

O método IFIR Bspline 1 — Bspline 1 ¢é ainda a melhor alternativa para
reconstruirmos os sons de guitarra e de fala masculina que estejam com amostragem a no

minimo por volta de 2205Hz. A partir dai, o método passa a ser o que pior reconstroi
um som, como podemos observar nas figuras e

No som de guitarra, o melhor método para sinais com amostragem entre 1102H z
e 2205Hz é o FIR Dalai 3 — Bspline 3, e para sinais com amostragem menor que
1102Hz é o IFIR Sacht Nehab 3 — Sacht Nehab 3. No som de fala masculina, o
melhor método de reconstrucao para sinais amostrados abaixo de 2205H z é o FIR Dalai

3 — Bspline 3, como podemos observar na figura [3.3.9|
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Figura 3.3.5 — Grafico PSNR de reconstruc¢ao do som de sinos.

No som da Sitar Indiana, ao observar o grafico da figura|3.3.10, podemos concluir
que as reconstrucoes obtidas pelos métodos FIR Dalai 3 — Bspline 3, FIR Dalai 2
— Bspline 2, IFIR Omoms 2 — Omoms 2 e IFIR Bspline 3 — Bspline 3 estao
muito préximas e seus graficos PSNR estao praticamente sobrepostos. Segue, portanto,
que estes sao os melhores métodos para reconstruir um som de uma Sitar Indiana, dentre

os métodos aqui testados.

No som de violao, os métodos IFIR Sacht Nehab 3 — Sacht Nehab 3 ¢ IFIR
Sacht Nehab 2 — Sacht Nehab 2 oscilam a partir da variagao do aumento da resolucao.
Como observamos no grafico da figura (3.3.11], apenas a partir de sons abaixo de 1470H z,
o método ITFIR Sacht Nehab 3 — Sacht Nehab 3 passa a ser o que melhor reconstroéi

o sinal.

No som de violoncelo sintetizado, com excecao dos métodos IFIR Sacht Nehab
1 — Sacht Nehab 1, Condat 1 — Bspline 1 ¢ IFIR Bspline 1 — Bspline 1, cu-
jos graficos PSNR estao bem abaixo dos demais, as reconstrugoes aparentam ser muito
préximas umas das outras, de modo que seus graficos PSNR fiquem praticamente sobre-
postos, como podemos observar na figura [3.3.12]
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Figura 3.3.6 — Grafico PSNR de reconstruc¢ao do som de fala feminina.

3.4 Conclusio

Com o intuito de analisar os principais métodos de reconstrucao de imagens
para reconstrucao de sinais de audio, analisamos os principais resultados que mostram a
validade da aplicagao. Para estes resultados, foi necessario avaliar as teorias que envolvem
as Transformadas de Fourier e Convolugao. Para transformada de Fourier, foi necessario
avaliar em quais condi¢oes uma funcao pode ser representada pela sua série de Fourier.
Com tais resultados, construimos a transformada de Fourier de uma func¢ao no espaco de
Schwartz. Para analisarmos a Convolugao, operacao essa base de toda nossa aplicacao,
fez-se sua construcao, além de suas principais propriedades e o Teorema da Convolucao,

resultado importantissimo em diversas areas da Matemaética.

Com o dominio da Transformada de Fourier e da Convolugao, analisamos os
principais resultados que deram admissibilidade para a nossa aplicagao, resultados esses
que mostravam que podemos reconstruir um sinal a partir da convolucao discreta entre
um sinal amostrado e um filtro digital, e da convolucao mista do resultado da convolucao

anterior com uma funcao geradora.

Em posse destes resultados, pudemos fazer uma anélise das convolucoes, ob-
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Figura 3.3.7 — Gréfico PSNR de reconstrucao do som de uma orquestra completa sinteti-
zada.

tendo um modelo para construcao dos scripts, em MATLAB. Além disso, pudemos criar
condicoes para montar um banco de sons e analisar, caso a caso, a reconstrucao de sons,
utilizando os principais métodos de reconstrucao de imagens, como propusemos desde o
inicio.

Portanto, de acordo com nossa andlise feita a partir dessas amostras de som,
o método de reconstrucao de imagens que melhor reconstréi sinais de dudio é o IFIR
Bspline 1 — Bspline 1. Apesar de ele nao reconstruir bem alguns sons, como o som
do violao e do violoncelo, ele mostrou ser o melhor método para sons de bateria, de
sino, de orquestra e de sons de fala feminina, além de ser o melhor também para sons de
fala masculina e guitarra que estao amostrados a frequéncias maiores que 2205H z. Vale
lembrar que, de acordo com (SACHT) 2014), em suas andlises, dentre os métodos que
aqui estao sendo analisados, o método IFIR Bspline 1 — Bspline 1 é o que apresenta

o pior resultado na reconstrucao de imagens.

Além disso, podemos concluir também que, de acordo com as imagens obtidas
das amostras de som, o método FIR Dalai 3 — Bspline 3 aparece, predominantemente,
como um dos melhores métodos de reconstrugao. Portanto, pela sua consistente eficacia

em diferentes tipos de sons, em comparagao com outros métodos, podemos concluir que,
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Figura 3.3.8 — Gréafico PSNR de reconstrucao do som de uma fala masculina.

de modo geral, o método FIR Dalai 3 — Bspline 3 é um bom esquema de reconstrugao

de 4udio.

Visando trabalhos futuros, podemos pensar em quais modificacoes nos métodos
podemos fazer para melhorar ainda mais a reconstrucao de sinais de dudio. Podemos
também analisar as diversas aplicagoes dessa reconstruc¢ao, para construir um programa
ou aplicativo que se utilize desses métodos para de fato reconstruir sons no dia a dia de
quem necessite. Além disso, um estudo mais aprofundado das métricas utilizadas para

comparagao das reconstrugoes de som podera ser feito.
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Figura 3.3.9 — Gréafico PSNR de reconstrugao do som de uma guitarra.
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Figura 3.3.10 — Grafico PSNR de reconstrucao do

Aumento de resolugao

som de uma sitar indiana.



Capitulo 3. Resultados e Conclusdo

83

60 T T T T T T T
sacht nehab1
sacht nehab2
sacht nehab3
55 | condat1 - bspline1 |
condat2 - bspline2
condat3 - bspline3
- ifir bspline1 - bspline1
- ifir bspline2 - bspline2
50 | - ifir bspline3 - bspline3 | _|
fir dalai1 - bspline1
fir dalai2 - bspline2
- fir dalai3 - bspline3
o ifir omoms2 - omoms2
Z 45 ifir omoms3 - omoms3 | |
n
o
40 + .
35 «
30 Il Il Il Il Il Il Il
5 10 15 20 25 30 35 40

Aumento de resolugao

45

Figura 3.3.11 — Grafico PSNR de reconstrucao do som de um violao.
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Figura 3.3.12 — Grafico PSNR de reconstrucao do som de um violoncelo sintético.
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clear;

[origi

APENDICE A - Scripts

PSNRSOUND

nal, fregs] = audioread('violao44100.wav');

original = original (1:209441, :);

if siz

e (original,2) ==

original = original(:,1);

end

k = 50;

MAX =

dixx =

PSNR1
PSNR2
PSNR3
PSNR4
PSNRS
PSNR6
PSNR7
PSNR8
PSNRY
PSNR10
PSNR11
PSNR12
PSNR13
PSNR14

for n

4

1;% MAX_I for signal-to-quantization- noise-ratio (SQNR) em dB

= 6:

if mod(size(original,l)-1,n) == 0

dixx = [dixx n];
x = zeros (floor (length (original)/n),1);

for 1 = l:length (x)

X (1) = original((i-1)+*n + 1);

end

[X1,F,x,f] = upsignal (x,freqgs/n, 'ifir_sacht_nehabl', ...
'sacht_nehabl',n);

[X2,F,%x,f] = upsignal (x, fregs/n,'ifir_sacht _nehab2', ...
'sacht_nehab2',n);

[X3,F,%x,f] = upsignal (x, fregs/n, 'ifir_sacht_nehab3"', ...
'sacht_nehab3',n);

[X4,F,x,f] = upsignal (x, fregs/n, 'ifir_condatl', 'bsplinel’,n);

[X5,F,%x,f] = upsignal (x, fregs/n,'ifir_condat2', 'bspline2’',n);

84
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[X6,F,x,f] = upsignal (x, fregs/n,'ifir_condat3"', 'bspline3’,n);
[X7,F,%x,f] = upsignal (x, freqs/n,'ifir bsplinel', '"bsplinel',n);
[X8,F,%x,f] = upsignal (x, freqgs/n,'ifir bspline2', '"bspline2',n);
[X9,F,x,f] = upsignal (x, fregs/n, 'ifir bspline3', 'bspline3’',n);
[X10,F,x,f] = upsignal (x, freqgs/n, 'fir_dalail', 'bsplinel’,n);
[X11,F,x,f] = upsignal (x, freqgs/n,'fir dalai2', 'bspline2’',n);
[X12,F,x,f] = upsignal (x, freqs/n, 'fir_dalai3', 'bspline3',n);
[X13,F,x,f] = upsignal (x,fregs/n, 'ifir omoms2', 'omoms2',n);
[X14,F,x,f] = upsignal (x,fregs/n, 'ifir_omoms3"', 'omoms3',n);

originall = original(l:size(X1,1));

vMSEl = zeros(size(X1,1),1);

for i = l:size(X1)

vMSEL (i) = (1/size(X1,1))*((originall (i) - X1(i))"2);

end

MSE1l = sum(vMSELl) ;

PSNR1 = [ PSNR1 10%1logl0((MAX"2)/MSE1l)];
original2 = original (l:size(X2,1));

vMSE2 = zeros(size (X2,1),1);
for i = 1l:size(X2)
VMSE2 (1) = (1/size(X2,1))*((original2 (i) - X2(i))"2);

end

MSE2 = sum(VMSE2) ;

PSNR2 = [ PSNR2 10%1logl0((MAX"2)/MSE2)];
original3 = original(l:size(X3,1));

vMSE3 = zeros(size (X3,1),1);
for i = l:size(X3)
VMSE3 (i) = (1/size(X3,1))*((original3 (i) - X3(i))"2);

end

MSE3 = sum (vMSE3) ;

PSNR3 = [ PSNR3 10%1logl0((MAX"2)/MSE3)];
original4 = original(l:size(X4,1));

vMSE4 = zeros(size(X4,1),1);
for i = l:size(X4)
VvMSE4 (i) = (1/size(X4,1))*((originald (i) - X4(i))"2);

end

MSE4 = sum(vMSE4) ;

PSNR4 = [ PSNR4 10%x1ogl0((MAX"2)/MSE4)];
originalb = original (l:size(X5,1));

vMSES5 = zeros(size (X5,1),1);



APENDICE A. Seripts

86

for 1 = l:size(X5)
(1/size(X5,1))*((original5(i) - X5(i))"2);

vMSES5 (1) =
end

MSE5 = sum
PSNR5 = [

o

o oo

original(l:size(X6,1));

vMSE6 = zeros(size (X6,1),1);

for i = 1l:size (X06)
(1/size(X6,1))*((original6 (i) - X6(1))"2);

vMSEG6 (1) =
end

MSE6 = sum
PSNR6 = [
original7

g~

original(l:size(X7,1));

vMSE7 = zeros(size (X7,1),1);

for i = l:size (X7)

VMSE7 (i) = (1/size(X7,1))*((original7 (i) - X7(i))"2);
end

MSE7 = sum(vMSE7) ;

PSNR7 = [ PSNR7 10%1logl0((MAX"2)/MSE7)];

original8 = original(l:size(X8,1));

vMSE8 = zeros(size(X8,1),1);

for 1 = l:size(X8)

VvMSE8 (i) = (1/size(X8,1))*((original8 (i) - X8(i))"2);
end

MSE8 = sum(vVMSES8) ;

PSNR8 = [ PSNR8 10%x1logl0((MAX"2)/MSES8)];

original9 = original (l:size(X9,1));

vMSE9 = zeros(size (X9,1),1);

for i = 1l:size(X9)

VMSE9 (1) = (1/size(X9,1))* ((original9 (i)
end
MSE9 = sum (VMSE9) ;
PSNR9 = [ PSNR9 10%1logl0((MAX"2)/MSE9)];

originallO

= original (l:size(X10,1));

vMSE10Q0 = zeros(size(X10,1),1);
for i = l:size (X10)

vMSE10 (1)

(1/size(X10,1))*((originallO (i)

- X9(1))"2);

- X10(1))"2);
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end

end
MSE10 = sum(vMSEL1O0) ;
PSNR10 = [ PSNR10 10x1loglO((MAX"2)/MSE10)];

originalll = original(l:size(X11,1));
vMSE1ll = zeros(size(X11,1),1);
for i = l:size (X11)

VMSE11l (i) = (1/size(X11l,1))*((original8 (i) - X11(i))"2);
end

MSE1l = sum(vMSEll);

PSNR11 = [ PSNR11l 10x1loglO((MAX"2)/MSE11l)];

originall2 = original(l:size(X12,1));
VvMSE12 = zeros(size(X12,1),1);
for i = l:size (X12)
VvMSE12 (1) = (1/size(X12,1))=*((originall2 (i)

end
MSE12 = sum(vMSEl2);
PSNR12 = [ PSNR12 10xlogl0O((MAX"2)/MSE12)];

originall3 = original(l:size(X13,1));
vMSE13 = zeros(size(X13,1),1);

for i = 1l:size (X8)

- X12(1))"2);

VMSE13 (1) = (1/size(X13,1))*((original8 (i) — X13(i))"2);
end

MSE13 = sum(vMSEL13);

PSNR13 = [ PSNR13 10x1logl0O((MAX"2)/MSE13)];

originall4 = original(l:size(X14,1));
vMSE1l4 = zeros(size(X14,1),1);
for i = l:size (X14)
vMSE14 (1) = (1/size(X14,1))*((originalld (i)
end
MSE14 = sum(vMSEl4);
PSNR14 = [ PSNR14 10x1oglO((MAX"2)/MSE14)];

end

plot (dixx,PSNR1, 'r');
hold on
plot (dixx,PSNR2, 'm'");
hold on
plot (dixx,PSNR3, 'b");
hold on

- X14(1))"2);
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plot (dixx,PSNR4, 'c');
hold on

plot (dixx,PSNRS5, 'v');
hold on

plot (dixx,PSNR6, 'g');
hold on

plot (dixx,PSNR7, '—.r");
hold on

plot (dixx,PSNR8, '—.m");
hold on

plot (dixx,PSNR9, '-.b");
hold on

plot (dixx,PSNR10O, '--c');
hold on

plot (dixx,PSNR11, '--y');
hold on

plot (dixx,PSNR12, '-.k");
hold on

plot (dixx,PSNR13, '--r');
hold on

plot (dixx,PSNR14, "'—-—m');
hold on

ylabel ("PSNR'"); xlabel ('Aumento de resolucao');
legend ('sacht nehabl', 'sacht nehab2', 'sacht nehab3',
'condatl - bsplinel', 'condat2 - bspline2', 'condat3 - bspline3’', ...
'ifir bsplinel - bsplinel','ifir bspline2 - bspline2', ...
'ifir bspline3 - bspline3', 'fir dalail - bsplinel', ...
'fir dalai2 - bspline2', 'fir dalai3 - bspline3', ...
'ifir omoms2 - omoms2','ifir omoms3 - omoms3');
hold off

A.2 SPEC3D

function [ ] = spec3D( y, Fs )
$spec3D is a function to generate y signal spectrogram of a audio signal
%and Fs Frequency
if size(y,2) == 1
spectrogram(y,100,80,100,Fs, 'yaxis'")
view(=77,72); shading interp; colorbar off
else
y = sum(y,2);
spectrogram(y,100,80,100,Fs, 'yvaxis")
view(=77,72); shading interp; colorbar off

end
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end

A.3 UPSIGNAL

function

if ischar

[nSIGNAL, nFreqgs, xSIGNAL, xFreqgs] = upsignal (signal, ...
frequency, ...
filter, ...
generator, ...

n)

(signal) == 1

[xSIGNAL, xFreqgs] = audioread(signal);

nFreqgs =

else

nxfrequency;

xSIGNAL = signal;

xFreq
nFreq

end
$Criando

t =1:1/n

fSIGNAL =

899099000

if strcmp
q0 =

ql =

q2 =

if si

f

f

f

f

f

f

s = frequency;

s = nxfrequency;

o valor de frequencia n-vezes aumentada.

:size (xSIGNAL) ;

zeros (size (xSIGNAL) ) ;

(filter, 'fir dalail')==

49/40;

-11/90;

7/720;

ze (xSIGNAL,2) ==

SIGNAL(1,1) = gO0+xSIGNAL(1,1) + 2+gl+xSIGNAL(2,1)
+ 2xg2*xSIGNAL(3,1);

SIGNAL(1,2) = gO0#xSIGNAL(1,2) + 2+ql+xSIGNAL(2,2)
+ 2xgq2+xSIGNAL(3,2);

SIGNAL (2,1) = gl*xSIGNAL(1,1) + gO0*xSIGNAL(2,1)
+ gl*xSIGNAL(3,1) + 2%*g2+«xSIGNAL(4,1);

SIGNAL (2,2) = gl*xSIGNAL(1,2) + g0*xSIGNAL(2,2)
+ gl*xSIGNAL (3,2) + 2xg2+xSIGNAL(4,2);

9990000000000000000000000000000000000000000o0

o

o

SIGNAL (size (xSIGNAL,1)-1,1) = 2xg2+xSIGNAL(size (xSIGNAL,1)-3,1)...

+ gl*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-2,1)
+ gOxxSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-1,1)
+ glx*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1),1);

SIGNAL (size (XxSIGNAL,1)-1,2) = 2xg2+*xSIGNAL(size (xSIGNAL,1)-3,2)...
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+ gl*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-2,2)
+ gO0*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-1,2)
+ gl*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1),2);
fSIGNAL (size (xSIGNAL,1),1) = 2xg2xxSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-2,1)...
+ 2%gl*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-1,1)...
+ g0*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1),1);
fSIGNAL (size (xSIGNAL,1),2) = 2xg2*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-2,2) ...
+ 2xql+xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-1,2) ...
+ gOxxSIGNAL (size (xSIGNAL,1),1);
for i = 3:(size (£SIGNAL)-2)
fSIGNAL(i,1) = g2#xSIGNAL(i-2,1) + gl+xSIGNAL(i-1,1)...
+ gO0*xSIGNAL(i,1) + gl*xSIGNAL(i+1,1) + g2xxSIGNAL(i+2,1);
fSIGNAL (i,2) = g2%xSIGNAL(i-2,2) + gl*xSIGNAL(i-1,2)...
+ gO0+«xSIGNAL(i,2) + glsxSIGNAL(i+1,2) + g2%xSIGNAL(i+2,2);
end
else
fSIGNAL (1) = gO*xSIGNAL (1) + 2xgl+«xSIGNAL(2) + 2+q2+xSIGNAL (3);
fSIGNAL (2) glxxSIGNAL (1) + gOxxSIGNAL(2) + gl*xSIGNAL(3)...
+ 2xg2+xSIGNAL (4) ;
fSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-1) = 2xg2xxSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-3) ...
+ glx*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-2) ...
+ gO0*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-1)...
+ gl*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1));
fSIGNAL (size (XSIGNAL, 1)) = 2%xg2*xSIGNAL(size (xSIGNAL,1)-2)...
+ 2xgql*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-1)...
+ gOxxSIGNAL (size (xSIGNAL,1));
for 1 = 3:(size (£SIGNAL)-2)
fSIGNAL (i, 1) = g2+xSIGNAL(i-2,1)...
+ gl*xSIGNAL (i-1) + gO*xSIGNAL(1i)...
+ gl*xSIGNAL (i+1l) + g2+xSIGNAL (i+2);

g0 = 437/320;
ql = -97/480;
g2 = 37/1920;
if size (xSIGNAL,2) ==
fSIGNAL(1,1) = gO0*xSIGNAL(1l,1) + 2xgl*xSIGNAL(2,1)...
+ 2xgq2+xSIGNAL(3,1);
fSIGNAL(1,2) = gO0*xSIGNAL(1l,2) + 2xgl*xSIGNAL(2,2)...
+ 2xg2*xSIGNAL(3,2);
fSIGNAL(2,1) = gl*xSIGNAL(1l,1) + gO*xSIGNAL(2,1)...
+ gl*xSIGNAL(3,1) + 2xg2+xSIGNAL(4,1);
fSIGNAL(2,2) = gl*xSIGNAL(1,2) + gO0*xSIGNAL(2,2)...
+ gl*xSIGNAL(3,2) + 2%xg2+xSIGNAL(4,2);
fSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-1,1) = 2+q2+xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-3,1)...
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+ gl*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-2,1)...
+ g0*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-1,1)...
+ gl*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1),1);
fSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-1,2) = 2%xg2+«xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-3,2)...
+ gl+*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-2,2) ...
+ gO0+xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-1,2)...
+ gl*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1),2);
fSIGNAL (size (XxSIGNAL,1),1) = 2xg2*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-2,1)...
+ 2xgl*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-1,1)...
+ gOxxSIGNAL (size (xSIGNAL,1),1);
fSIGNAL (size (xSIGNAL,1),2) = 2+q2+xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-2,2)...
+ 2%gl*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-1,2)...
+ g0*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1),1);
for i = 3:(size (£SIGNAL)-2)
fSIGNAL(i,1) = g2%xSIGNAL(i-2,1) + gl*xSIGNAL(i-1,1)...
+ gO0*xSIGNAL(i,1) + gl*xSIGNAL (i+1,1) + g2*xSIGNAL(i+2,1);
fSIGNAL (i,2) = g2+xSIGNAL(i-2,2) + gl+*xSIGNAL(i-1,2)...
+ gO0*xSIGNAL (i,2) + gl*xSIGNAL (i+1,2) + g2xxSIGNAL(i+2,2);
end
else
£fSIGNAL (1) gO0*xSIGNAL (1) + 2xgl*xSIGNAL(2) + 2xg2+xxSIGNAL(3);
fSIGNAL (2) gl*xSIGNAL (1) + qO*xSIGNAL(2) + gl+*xSIGNAL(3)...
+ 2xg2+xSIGNAL (4);
fSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-1) 2xg2*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-3) ...
+ gl*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-2)...
+ gOxxSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-1) + gl*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1));
fSIGNAL (size (xSIGNAL, 1)) = 2+g2+xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-2)...
+ 2xgl*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-1)...
+ g0*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1));
for i = 3:(size (£SIGNAL)-2)
fSIGNAL (i) = g2xxSIGNAL (i-2) + gl*xSIGNAL(i-1)...
+ gO*xSIGNAL (i) + gl*xSIGNAL(i+1l) + g2+xxSIGNAL (i+2);

g0 = 12223/7560;
gl = -919/2520;
g2 = 311/5040;
q3 = -41/7560;
if size (xSIGNAL,2) ==
fSIGNAL(1,1) = gO0*xSIGNAL(1l,1) + 2%xgl*xSIGNAL(2,1)...
+ 2xg2+xSIGNAL (3,1) + 2+g3*xSIGNAL(4,1);
fSIGNAL(1,2) = gO0*xSIGNAL(1l,2) + 2xgl*xSIGNAL(2,2)...
+ 2xg2+xSIGNAL (3,2) + 2+xg3*xSIGNAL(4,2);
fSIGNAL(2,1) = gl*xSIGNAL(1,1) + gO0*xSIGNAL(2,1)...
+ gl*xSIGNAL(3,1) + 2xg2%xSIGNAL(4,1) + 2%xg3*xSIGNAL(5,1);
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fSIGNAL (2,2) = gl*xSIGNAL(1,2) +
+ gl*xSIGNAL(3,2)
fSIGNAL(3,1) = g2%xSIGNAL(1,1) +
+ gOxxSIGNAL (3,1)
+ g2x*xSIGNAL (5,1)
fSIGNAL (3,2) = g2+«xSIGNAL(1,2) +
+ gO0*xSIGNAL (3,2)
+ g2+*xSIGNAL (5, 2)
fSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-2,1) =
+ g2x*xSIGNAL (size (xSIGNAL, 1) -

+ gl*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)—

+ gO0*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)—
+ gl*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1) -
+ g2*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1),
fSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-2,2) = 2
+ g2+*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)—
+ gl*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1) -
+ g0*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1) -

+ gl*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1) -

+ g2xxSIGNAL (size (xSIGNAL, 1)
2

_l/ l) =

4

fSIGNAL (size (xSIGNAL, 1)

+ 2xg2*xSIGNAL (size (xSIGNAL, 1)
-2,1) ...
-1,1)...

+ gl*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)
+ g0*xSIGNAL (size (xSIGNAL, 1)
+ gl*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1),
fSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-1,2) =

+ 2+g2*xSIGNAL (size (xSIGNAL, 1)
-2,2) ...

-1,2) ...

r2);
2xq3*xSIGNAL (size (xSIGNAL, 1)

+ gl*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)
+ g0*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)
+ gl*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)
fSIGNAL (size (xSIGNAL,1),1) =

+ 2xg2+*xSIGNAL (size (xSIGNAL, 1)
+ 2xgl*xSIGNAL (size (XxSIGNAL, 1)

+ g0*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1),
fSIGNAL (size (xSIGNAL, 1), 2)

+ g0*xSIGNAL (size (xSIGNAL, 1)
i = 4:(size (f£SIGNAL)-3)
fSIGNAL (i,1) =
+ glx*xSIGNAL(i-1,1)
+ gl*xSIGNAL (i+1,1)
+ g3*xSIGNAL (i+3,1);
fSIGNAL (i,2) =

for

+ gl*xSIGNAL (i-1,2)
+ gl*xSIGNAL (i+1,2)
+ g3%*xSIGNAL (i+3,2);

+ 2xg2+xSIGNAL (4, 2)

*

= 2+g3+*xSIGNAL (size (xSIGNAL, 1)
+ 2xg2*xSIGNAL (size (xSIGNAL, 1)
+ 2xgl*xSIGNAL (size (xSIGNAL, 1)
12);

g3*xSIGNAL (i-3,1)
+ g0*xSIGNAL (i,1)...
+ g2+xSIGNAL (i+2,1) ...

g3*xSIGNAL (i-3,2)
+ g0*xSIGNAL (i,2) ...
+ g2*xSIGNAL (i+2,2) ...

q0*xSIGNAL(2,2) ...

ql+xSIGNAL(2,1) ...

+ gl*xSIGNAL(4,1) ...
+ 2xg3*xSIGNAL(6,1);

ql+xSIGNAL(2,2) ...

+ gl*xSIGNAL(4,2) ...
+ 2xg3*xSIGNAL(6,2);
2xg3*xSIGNAL (size (xSIGNAL, 1)

;1
2,1
1,1
1);
g3*xSIGNAL (size (xSIGNAL, 1)
4,2)
=3,2) ...
2,2) ...
1,2)...
2

14

14

)i

*g3*xSIGNAL (size (xSIGNAL, 1)

-3,1) ...

1)

2xq3*xSIGNAL (size (xSIGNAL, 1)

-3,2) ...

-2,1) ...
-1,1) ...
1);

-2,2) ...
-1,2) ...

+ g2*xSIGNAL(i-2,1) ...

+ g2*xSIGNAL(i-2,2) ...

+ 2xg3*xSIGNAL(5,2);

=-3,1)...

-3,2)...

-5,1) ...

-5,2) ...

-4,1)...

-4,2) ...
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o

o

o

else

g4

end

fSIGNAL (1) = gOxxSIGNAL(1l) + 2xglxxSIGNAL(2) + 2xg2+«xSIGNAL (3) .
+ 2xg3*xSIGNAL (4) ;
fSIGNAL (2) = gl+«xSIGNAL (1) + gOxxSIGNAL(2) + gl+xSIGNAL(3)...
+ 2xg2*xSIGNAL (4) + 2xg3*xSIGNAL(5);
fSIGNAL (3) = g2+xSIGNAL (1) + glsxSIGNAL(2) + gO+xSIGNAL(3)...
+ gl*xSIGNAL (4) + g2*xSIGNAL(5) + 2xg3*xSIGNAL (6);
fSIGNAL (size (xSIGNAL, 1) -2) = 2xg3xxSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-5)...
+ g2xxSIGNAL (size (xSIGNAL, 1) -4
+ gl*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1
+ g0*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1
+ gl*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1
+ g2*xSIGNAL (size (XSIGNAL,1));
fSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-1) = 2xg3*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-4) ...
+ 2%xg2*xSIGNAL (size (XxSIGNAL,1)-3) ...
+ gl*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-2)...
+ g0*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-1)...
+ gl*xSIGNAL (size (XxSIGNAL,1));
fSIGNAL (size (xSIGNAL, 1)) = 2+«g3*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-3)...
+ 2xg2+*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-2) ...
+ 2xgl*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-1)...
+ g0*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1));
for 1 = 4:(size (£SIGNAL)-3)
fSIGNAL (1) = g3*xSIGNAL (i-3) + g2*xSIGNAL (i-2)...
+ gl*xSIGNAL (i-1) + gO*xSIGNAL (i) + glxxSIGNAL (i+1)...
+ g2+xSIGNAL (i+2) + g3*xSIGNAL (i+3);

)
)=3) ...
)=2) ...
)—1)

)

.012285;
1.875%10" (-6) ;

if size (xSIGNAL,2) ==

fSIGNAL(1,1) = gO0O+«xSIGNAL(1,1) + 2+gl*xSIGNAL(2,1)...

+ 2xg2*xSIGNAL(3,1) + 2xg3*xSIGNAL(4,1) + 2+xg4+*xSIGNAL(5,1)
fSIGNAL(1,2) = gO0+xSIGNAL(1,2) + 2xgql*xSIGNAL(2,2)...

+ 2xg2*xSIGNAL (3,2) + 2+g3*xSIGNAL(4,2) + 2xg4xxSIGNAL(5,2)
fSIGNAL(2,1) = gl*xSIGNAL(1,1) + gO0*xSIGNAL(2,1)...

+ glx*xSIGNAL(3,1) + 2xg2xxSIGNAL(4,1) + 2xg3*xSIGNAL(5,1) ..

+ 2xg4*xSIGNAL(6,1);
fSIGNAL(2,2) = gl*xxSIGNAL(1,2) + gO0*xSIGNAL(2,2)...

+ gl*xSIGNAL(3,2) + 2xg2+xSIGNAL (4,2)...

+ 2%g3*xSIGNAL(5,2) + 2%xg4*xSIGNAL(6,2);

4

4
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fSIGNAL(3,1) = g2*xSIGNAL(1,1) + gl*xSIGNAL(2,1)...
gO0x*xSIGNAL (3,1) + glxxSIGNAL(4,1)
2%gq3*xSIGNAL(6,1) + 2+xg4*xSIGNAL(7,1);

fSIGNAL (3,2) = g2*xSIGNAL(1l,2) + gl*xSIGNAL(2,2)...
qO0*xSIGNAL (3,2) + gl*xSIGNAL(4,2)
2xq3*xSIGNAL (6,2) + 2xg4*xSIGNAL(7,2);

fSIGNAL (4,1) = g3%*xSIGNAL(1l,1) + g2#xSIGNAL(2,1)...
gl*xSIGNAL (3,1) + gOxxSIGNAL(4,1)
g2+«xSIGNAL (6,1) + g3xxSIGNAL(7,1)
fSIGNAL (4,2) = g3%*xSIGNAL(1l,2) + g2%xSIGNAL(2,2)...
gl+*xSIGNAL (3,2) + gO0xxSIGNAL(4,2)
g2*xSIGNAL (6,2) + g3x*xSIGNAL(7,2)
fSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-3,1) = 2*q4*XSIGNAL(Size(XSIGNAL,l)

+
+

+
+

+
+

+
+

+

+ o+ o+ o+ o+

+

+

+ o+ o+ o+ o+

+

fSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-2,1) =

.
+
+
+
.

+

fSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-2,2) =

+
+
+
.
.

+

fSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-1,1) =

+

+
+
+

(
(
(
(
(
(
(
fSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-3,2) =
(
(
(
(
(
(

g3*xSIGNAL (size (xSIGNAL, 1
g2+«xSIGNAL (size (xSIGNAL, 1
gl*xSIGNAL (size (xSIGNAL, 1
g0*xSIGNAL (size (xSIGNAL, 1
gl*xSIGNAL (size (xSIGNAL, 1
g2*xSIGNAL (size (xSIGNAL, 1

g3*xSIGNAL (size (xSIGNAL, 1

g3*xSIGNAL (size (xSIGNAL, 1
g2*xSIGNAL (size (xSIGNAL, 1
gl*xSIGNAL (size (xSIGNAL, 1
g0*xSIGNAL (size (xSIGNAL, 1
gl*xSIGNAL (size (xSIGNAL, 1
g2*xSIGNAL (size (xSIGNAL, 1
g3*xSIGNAL (size (xSIGNAL, 1

) =
) =
) =
) =
) =
)~
)
2
) =
) =
) =
) =
) =
) =
)
2
2xg3*xSIGNAL (size (xSIGNAL, 1
g2+*xSIGNAL 51ze(xSIGNAL,l)—
gl«xSIGNAL (size (xSIGNAL, 1) -
g0*xSIGNAL (size (xSIGNAL, 1) —
gl*xSIGNAL (size (xSIGNAL, 1) -
)
2

14

(
(
(
(

g2+*xSIGNAL (size (xSIGNAL, 1

14 14

*q
2xg3xxSIGNAL (size (xSIGNAL, 1
g2+xSIGNAL (size (xSIGNAL, 1)
gl*xSIGNAL (size (xSIGNAL, 1) -
g0*xSIGNAL (size (xSIGNAL, 1) -
gl*xSIGNAL (size (xSIGNAL, 1) -

)

2

-2
1
1
)

14

g2+*xSIGNAL (size (xSIGNAL, 1

4

*

-2
1
;2
d
)=

2xg3*xSIGNAL (size (xSIGNAL, 1

gl*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-2,1) ...
g0*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-1,1) ...

+ g2+xSIGNAL (5,1) ...
+ g2*xSIGNAL(5,2) ...

+ gl*xSIGNAL(5,1)...
+ 2xg4+xSIGNAL(8,1);

+ gl*xSIGNAL(5,2) ...

+ 2+g4+*xSIGNAL(8,2);
-7,1) ...

4
)i
4*xSIGNAL(size(xSIGNAL,l)

1) ...

l)...
1) ...
1)

1)

’
)

4+xxSIGNAL (size (xSIGNAL, 1)
-5,2

) ...

-4,2) ...
2)
2)
2)

4
)i
4*xSIGNAL(size(xSIGNAL,l)

1) ...
2*q2*xSIGNAL(51ze(xSIGNAL,1)73,1)...

=7,2) ...

-6,1)...

-6,2) ...

-5,1)...
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else

+ gl*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1),1);
fSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-1,2) = 2xg4*«xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)
+ 2xg3*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-4,2) ...
+ 2xg2*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-3,2)...
+ gl+*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-2,2) ...
+ gO0+xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-1,2)...
+ gl*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1),2);

fSIGNAL (size (XxSIGNAL,1),1) = 2xg4*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-4,1)...

+ 2xg3*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-3,1)...
+ 2xg2*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-2,1)...
+ 2+gl*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-1,1)...
+ g0*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1),1);

fSIGNAL (size (XSIGNAL,1),2) = 2xg4*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-4,2)...

+ 2xg3*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-3,2) ...
+ 2xg2*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-2,2) ...
+ 2+gl*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-1,2)...
+ g0*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1),2);

for i = 5: (size (xXSIGNAL)-4)

fSIGNAL(i, 1) = g4*xSIGNAL(i-4,1) + g3*xSIGNAL(i-3,1)...

+ g2xxSIGNAL (i-2,1) + gl*xSIGNAL(i-1,1)...
+ gO0*xSIGNAL (i + glx*xSIGNAL (i+1,1) ...
+ q2*XSIGNAL(1+2 1) + g3x*xSIGNAL (i+3,1)...
+ g4*xSIGNAL (i+4,1);
fSIGNAL(i,2) = g4+xSIGNAL(i-4,2) + g3%xSIGNAL(i-3,2)...
+ g2*xSIGNAL(i-2,2) + gl*xSIGNAL (i-1,2)...
+ g0*xSIGNAL (i, 2) + gl*xSIGNAL (i+1,2).
+ q2*xSIGNAL(1+2 2) + g3*xSIGNAL (i+3,2) ...
+ g4*xSIGNAL (i+4,2);

end

fSIGNAL (1) = gOxxSIGNAL(1l) + 2xgl*xSIGNAL(2) + 2xg2+«xSIGNAL(3) ...

+ 2xg3*xSIGNAL (4) + 2%xg4*xSIGNAL(5);

fSIGNAL (2) = gl*xSIGNAL(1l) + gO*xSIGNAL(2) + gl#*xSIGNAL(3)...

+ 2xg2*xSIGNAL (4) + 2%xg3*xSIGNAL(5) + 2+g4*xSIGNAL(6);

fSIGNAL(3) = g2+xSIGNAL (1) + gl+xSIGNAL(2) + gO*xSIGNAL(3)...

+ gl*xSIGNAL (4) + g2*xSIGNAL(S5) ...
+ 2%xg3*xSIGNAL (6) + 2%xg4*xSIGNAL(7);

fSIGNAL (4) = g3+xSIGNAL (1) + g2+xSIGNAL(2) + gl+xSIGNAL(3)...

+ gO*xSIGNAL (4) + gl*xSIGNAL(5) + g2+«xSIGNAL(6) ...
+ g3*xSIGNAL (7) + 2xg4+«xSIGNAL(8);

fSIGNAL (size (XSIGNAL,1)-3) = 2xg4*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-7) ...

+ g3xxSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-6)
g2+*xSIGNAL (size (xSIGNAL, 1) -5)
gl*xSIGNAL (size (xSIGNAL, 1) —-4)
g0*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-3) ...
gl*xSIGNAL (size (xSIGNAL, 1) -2)
g2*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-1)

+ o+ o+ o+ o+

-5,2) ...
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+ g3*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1));
fSIGNAL (size (XSIGNAL,1)-2) = 2xg4*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-6) ...
+ 2xg3*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-5)...
+ g2xxSIGNAL (size (xSIGNAL, 1) -4)
+ gl*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-3) ...
+ g0*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-2) ...
+ gl*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-1)
+ g2*xSIGNAL (size (XxSIGNAL,1));
fSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-1) = 2xg4xxSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-5)...
+ 2xg3*xXSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-4) ...
+ 2%xg2*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-3) ...
+ gl*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-2) ...
+ g0*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-1)...
+ gl*xSIGNAL (size (XSIGNAL,1));
fSIGNAL (size (xSIGNAL, 1)) = 2+g4*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-4) ...
+ 2%xg3*xSIGNAL (size (XxSIGNAL,1)-3) ...
+ 2xg2*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-2) ...
+ 2xgl*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-1)...
+ g0*xSIGNAL (size (XxSIGNAL,1));
for i = 5:(size (xXSIGNAL)-4)
fSIGNAL (i) = g4x»xSIGNAL (i-4) + g3*xSIGNAL(i-3)...
+ g2+xSIGNAL (i-2) + gl*xSIGNAL (i-1)...
+ gO0*xSIGNAL (i) + gl*xSIGNAL (i+1)...
+ g2*xSIGNAL (i+2) + g3*xSIGNAL (i+3) + g4*xSIGNAL (i+4);

1/36;
size (XSIGNAL,2) ==
fSIGNAL(1,1) = gO0*xSIGNAL(1l,1) + 2xgl*xSIGNAL(2,1)...
+ 2xg2*xSIGNAL(3,1);
fSIGNAL(1,2) = gO0*xSIGNAL(1l,2) + 2xgl*xSIGNAL(2,2)...
+ 2xgq2*xSIGNAL(3,2);
fSIGNAL(2,1) = gl*xSIGNAL(1l,1) + gO%xxSIGNAL(2,1)...
+ gl*xSIGNAL(3,1) + 2xg2+xSIGNAL(4,1);
fSIGNAL(2,2) = gl*xSIGNAL(1,2) + gO0*xSIGNAL(2,2)...
+ gl*xSIGNAL(3,2) + 2%xgq2+«xSIGNAL(4,2);
fSIGNAL (size (XxSIGNAL,1)-1,1) = 2xg2+«xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-3,1)...
+ glx*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-2,1) ...
+ gOxxSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-1,1)...
+ gl*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1),1);
fSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-1,2) = 2+q2*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-3,2)...
+ gl*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-2,2)...
+ g0*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-1,2)...
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+ gl*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1),2);
fSIGNAL (size (XxSIGNAL,1),1) = 2xg2*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-2,1)...
+ 2%ql+xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-1,1)...
+ gOxxSIGNAL (size (xSIGNAL,1),1);
fSIGNAL (size (xSIGNAL,1),2) = 2+q2+xSIGNAL(size (xSIGNAL,1)-2,2)...
+ 2+gl*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-1,2)...
+ g0*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1),1);
for i = 3:(size (£SIGNAL)-2)
fSIGNAL(i,1) = g2*xSIGNAL(i-2,1) + gl*xSIGNAL(i-1,1)...
+ gO*xxSIGNAL(i,1) + gl*xSIGNAL(i+1l,1) + g2xxSIGNAL(i+2,1);
fSIGNAL (i,2) = g2*xSIGNAL(i-2,2) + gl*xSIGNAL(i-1,2)...
+ gO0*xSIGNAL (i,2) + gl*xSIGNAL (i+1,2) + g2xxSIGNAL(i+2,2);
end
else
fSIGNAL (1) = gO0xxSIGNAL (1) + 2xglxxSIGNAL(2) + 2+g2*xSIGNAL(3);
fSIGNAL (2) gl+«xSIGNAL (1) + gO*xSIGNAL(2) + gl+*xSIGNAL(3)...
+ 2xg2*xSIGNAL (4) ;
fSIGNAL (size (xSIGNAL, 1) -1) 2xg2*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-3) ...
+ gl*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-2)...
+ gOxxSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-1) + gl*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1));
fSIGNAL (size (xSIGNAL, 1)) = 2+g2*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-2)...
+ 2xgl*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1)-1)...
+ g0*xSIGNAL (size (xSIGNAL,1));
for i = 3:(size (£SIGNAL)-2)
fSIGNAL (i,1) = g2%xSIGNAL (i-2,1) + gl*xSIGNAL(i-1)...
+ gOxxSIGNAL (i) + gl*xSIGNAL(i+1l) + g2+xxSIGNAL (i+2);

end

990900900000009000090000000000000

elseif strcmp(filter,'ifir condat0')==1

$VALORES DO FILTRO%

g0 13/12;

ql = -1/24;

$CRIANDO VETOR COM VALORES DO FILTRO

mg0 g0*ones (length (xSIGNAL),1);

mgl = glxones (length (xSIGNAL)-1,1);

$CRIANDO MATRIZ SPARSA COM DIAGONAIS DE ACORDO COM VETORES CRIADOS ACIMA

Ql = sparse(l:length (xSIGNAL),1l:1length (xSIGNAL),mg0, ...
length (xSIGNAL) , length (xSIGNAL) ) ;

Q2 = sparse(2:length(xSIGNAL),1: (length(xSIGNAL)-1),mgl, ...
length (xSIGNAL) , length (xSIGNAL) ) ;

Q3 = sparse(l:(length(xSIGNAL)-1),2:1length(xSIGNAL),mgl, ...
length (xSIGNAL) , length (xSIGNAL) ) ;
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Q = Q1 + Q2 + Q3;

0(1,2) = 2x0(1,2);

Q(length (xSIGNAL), length (xSIGNAL)-1) = 2%xQ(length (xSIGNAL), ...
length (xSIGNAL)-1);

$FATORACAO LU E APLICACAO EM SOM

[L,U] = 1u(Q);

Y = L\xSIGNAL;

0]
=
0

eif strcmp(filter,'ifir_condatl')==1
$VALORES DO FILTRO%
q0d = 5/6;
ql = 1/12;
$CRIANDO VETOR COM VALORES DO FILTRO
mgO0 = gO*ones (length (xSIGNAL),1);
mgl = glxones (length (xSIGNAL)-1,1);
$CRIANDO MATRIZ SPARSA COM DIAGONAIS DE ACORDO COM VETORES CRIADOS ACIMA
Q1 = sparse(l:length(xSIGNAL),l:length(xSIGNAL),mg0, ...
length (xSIGNAL) , length (xSIGNAL) ) ;
Q2 = sparse(2:length(xSIGNAL),1l: (length (xSIGNAL)-1),mgl, ...
length (xSIGNAL) , length (xSIGNAL) ) ;
Q3 = sparse(l: (length(xSIGNAL)-1),2:1length(xSIGNAL), mgl, ...
length (xSIGNAL) , length (xSIGNAL) ) ;
Q =01 + Q2 + Q3;
0(1,2) = 2x0(1,2);
Q(length (xSIGNAL), length (xSIGNAL)-1) = 2%xQ(length (xSIGNAL), ...
length (xSIGNAL) -1);
$SFATORACAO LU E APLICACAO EM SOM
[L,U] = 1u(Q);
Y = L\xSIGNAL;

()
=
9]

eif strcmp(filter,'ifir condat2')==1

$VALORES DO FILTRO%

g0 = 233/320;

gl 67/480;

g2 -7/1920;

$CRIANDO VETOR COM VALORES DO FILTRO

gO0xones (length (xSIGNAL), 1) ;

mgl = glxones (length (xSIGNAL)-1,1);

g2xones (length (xSIGNAL)-2,1);

$CRIANDO MATRIZ SPARSA COM DIAGONAIS DE ACORDO COM VETORES CRIADOS ACIMA

Ql = sparse(l:length(xSIGNAL),1l:1length (xSIGNAL),mqg0, ...
length (xSIGNAL), length (xSIGNAL) ) ;

Q2 = sparse(2:1length(xSIGNAL),1l: (length(xSIGNAL)-1),mgl, ...
length (xSIGNAL) , length (xSIGNAL) ) ;

Q03 = sparse(l:(length(xSIGNAL)-1),2:1length(xSIGNAL),mgl, ...

ulefl)

mqg2
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length (xSIGNAL) , length (xSIGNAL) ) ;

Q4 = sparse(l: (length(xSIGNAL)-2),3:1length(xSIGNAL),mg2, ...
length (xSIGNAL) , length (xSIGNAL) ) ;

Q5 = sparse (3:1length (xSIGNAL),1: (length (xSIGNAL)-2),mg2, ...
length (xSIGNAL), length (xSIGNAL) ) ;

Q = Q1 + Q2 + Q3 + Q4 + Q5;

0(1,2) = 2x0Q(1,2);

0(1,3) = 2x0(1,3);

Q(2,4) = 2x0Q(2,4);

Q(length (xSIGNAL), length (xSIGNAL)-1) = 2%xQ(length (xSIGNAL), ...
length (xSIGNAL) -1);

Q(length (xSIGNAL), length (xSIGNAL) -2) = 2%Q(length (xSIGNAL), ...
length (xSIGNAL) -2);

Q(length (xSIGNAL) -1, length (xSIGNAL)-3) = 2xQ(length (xSIGNAL)-1, ...

length (xSIGNAL) -3);
$SFATORACAO LU E APLICACAO EM SOM
[L,U] = 1u(Q);

Y = L\xSIGNAL;

eif strcmp(filter,'ifir_condat3')==1
$VALORES DO FILTRO%
a0 79/120;
gl 31/180;
g2 = -1/720;
$CRIANDO VETOR COM VALORES DO FILTRO
mg0 = gOxones (length (xSIGNAL),1);
mgl = glxones (length (xSIGNAL)-1,1);
mg2 = g2+*ones (length (xSIGNAL)-2,1);
$CRIANDO MATRIZ SPARSA COM DIAGONAIS DE ACORDO COM VETORES CRIADOS ACIMA
Ql = sparse(l:length (xSIGNAL),1l:1length (xSIGNAL),mg0, ...
length (xSIGNAL) , length (xSIGNAL) ) ;
Q2 = sparse(2:length(xSIGNAL),1: (length (xSIGNAL)-1),mqgl, ...
length (xSIGNAL) , length (xSIGNAL) ) ;
Q3 = sparse(l: (length(xSIGNAL)-1),2:1length(xSIGNAL),mgl, ...
length (xSIGNAL) , length (xSIGNAL) ) ;
Q4 = sparse(l: (length(xSIGNAL)-2),3:1length(xSIGNAL), g2, ...
length (xSIGNAL) , length (xSIGNAL) ) ;
Q05 = sparse(3:1length (xSIGNAL),1: (length (xSIGNAL)-2),mg2, ...
length (xSIGNAL) , length (xSIGNAL) ) ;

0]
=
0

Q = Q1 + Q2 + Q3 + Q4 + Q5;

Q(1,2) = 2x0(1,2);

0(1,3) = 2x0(1,3);

0(2,4) = 2x0(2,4);

Q(length (xSIGNAL), length (xSIGNAL)-1) = 2%Q(length (xSIGNAL), ...

length (xSIGNAL) -1);
Q(length (xSIGNAL), length (xSIGNAL) -2)

2xQ (length (xSIGNAL), ...
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length (xSIGNAL) -2) ;

Q(length (xSIGNAL) -1, length (xSIGNAL)-3) = 2xQ(length (xSIGNAL)-1, ...
length (xSIGNAL) -3);

$FATORACAO LU E APLICACAO EM SOM

[L,U] = 1u(Q);

Y = L\xSIGNAL;
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$VALORES DO FILTRO%

g0 = 523/840;

ql = 79/420;

g2 1/1680;

$CRIANDO VETOR COM VALORES DO FILTRO

mg0 = gOxones (length (xSIGNAL),1);

mgl gl*ones (length (xSIGNAL)-1,1);

mg2 = g2xones (length (xSIGNAL)-2,1);

$CRIANDO MATRIZ SPARSA COM DIAGONAIS DE ACORDO COM VETORES CRIADOS ACIMA

Q1 = sparse(l:length(xSIGNAL),l:length(xSIGNAL),mg0, ...
length (xSIGNAL), length (xSIGNAL)) ;

Q2 = sparse(2:1length (xSIGNAL),1: (length (xSIGNAL)-1),mgl, ...
length (xSIGNAL) , length (xSIGNAL) ) ;

Q3 = sparse(l:(length(xSIGNAL)-1),2:1length (xSIGNAL),mgl, ...
length (xSIGNAL) , length (xSIGNAL) ) ;

Q4 = sparse(l:(length(xSIGNAL)-2),3:1length(xSIGNAL),mg2, ...
length (xSIGNAL) , length (xSIGNAL) ) ;

Q5 = sparse (3:1length (xSIGNAL),1: (length (xSIGNAL)-2),mg2, ...
length (xSIGNAL), length (xSIGNAL) ) ;

Q = Q1 + Q2 + Q3 + Q4 + Q5;

0(1,2) = 2x0(1,2);

Q(1,3) = 2x0(1,3);

Q(2,4) = 2xQ(2,4);

Q(length (xSIGNAL), length (xSIGNAL)-1) = 2xQ(length (xSIGNAL), ...
length (xSIGNAL) -1);

Q(length (xSIGNAL), length (xSIGNAL) -2) = 2xQ(length (xSIGNAL), ...
length (xSIGNAL) -2);

Q(length (xSIGNAL) -1, length (xSIGNAL)-3) = 2%xQ(length (xSIGNAL)-1,...

length (xSIGNAL) -3);
$SFATORACAO LU E APLICACAO EM SOM
[L,U] = 1u(Q);

Y = L\xSIGNAL;

$VALORES DO FILTRO%
g0 = 7.36952;
gl = 4.67858;
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g2 = 1.20608;
g3 = 0.10541;
g4 = 0.00196;

gb = 0.00001;
$CRIANDO VETOR COM VALORES DO FILTRO

mg0 = gOxones (length (xSIGNAL),1);

mgl = glxones (length (xSIGNAL)-1,1);

mg2 = g2+*ones (length (xSIGNAL)-2,1);

mg3 = g3xones (length (xSIGNAL)-3,1);

mg4 = gé4xones (length (xSIGNAL)-4,1);
(

mg5 = gbxones (length (xSIGNAL)-5,1);

%$CRIANDO MATRIZ SPARSA COM DIAGONAIS DE ACORDO COM VETORES CRIADOS ACIMA

Q1 = sparse(l:length(xSIGNAL),l:length(xSIGNAL),mg0, ...
length (xSIGNAL) , length (xSIGNAL) ) ;

Q2 = sparse (2:1length (xSIGNAL),1: (length (xSIGNAL)-1),mgl, ...
length (xSIGNAL), length (xSIGNAL) ) ;

Q3 = sparse(l: (length(xSIGNAL)-1),2:1length(xSIGNAL), mgl, ...
length (xSIGNAL) , length (xSIGNAL) ) ;

Q4 = sparse(l:(length(xSIGNAL)-2),3:1length(xSIGNAL),mg2, ...
length (xSIGNAL), length (xSIGNAL)) ;

Q5 = sparse(3:1length (xSIGNAL),1: (length (xSIGNAL)-2),mg2, ...
length (xSIGNAL) , length (xSIGNAL) ) ;

Q6 = sparse(l: (length(xSIGNAL)-3),4:1length (xSIGNAL),mg3, ...
length (xSIGNAL) , length (xSIGNAL) ) ;

Q7 = sparse(4:length (xSIGNAL),1l: (length (xSIGNAL)-3),mqg3, ...
length (xSIGNAL) , length (xSIGNAL) ) ;

Q8 = sparse(l: (length (xSIGNAL)-4),5:1length (xSIGNAL),mg4, ...
length (xSIGNAL), length (xSIGNAL) ) ;

Q9 = sparse(5:1length(xSIGNAL),1l: (length (xSIGNAL)-4),mg4, ...
length (xSIGNAL) , length (xSIGNAL) ) ;

Q10 = sparse(l: (length(xSIGNAL)-5),6:1length (xSIGNAL),mg5, ...
length (xSIGNAL) , length (xSIGNAL) ) ;

Qll = sparse(6:length(xSIGNAL),1l: (length (xSIGNAL)-5),mg5, ...

length (xSIGNAL) , length (xSIGNAL) ) ;
=Ql + 02 + Q3 + Q04 + Q5 + Q6 + Q7 + Q8 + Q9 + Q10 + Q11;
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0(4,8) = 2xQ(4,8);
0(4,9) = 2x0(4,9);
Q(5,9) = 2x0Q(5,9);
Q(length (xSIGNAL), length (xSIGNAL)-1) = 2%xQ(length (xSIGNAL), ...

length (xSIGNAL) -1);

Q(length (xSIGNAL), length (xSIGNAL) -2)
length (xSIGNAL) -2);

Q(length (xSIGNAL), length (xSIGNAL) -3)
length (xSIGNAL) -3) ;

2*xQ (length (xSIGNAL), ...

2xQ (length (xSIGNAL), ...

Q(length (xSIGNAL), length (xSIGNAL)-4) = 2xQ(length (xSIGNAL), ...
length (xSIGNAL) -4) ;
Q(length (xSIGNAL), length (xSIGNAL) -5) = 2xQ(length (xSIGNAL), ...

length (xSIGNAL) -5) ;
Q(length (xSIGNAL) -1, length (xSIGNAL) -3)
length (xSIGNAL) -3);

2xQ (length (xSIGNAL) -1,

Q(length (xSIGNAL) -1, length (xSIGNAL)-4) = 2xQ(length (xSIGNAL)-1,...
length (xSIGNAL) -4) ;

Q(length (xSIGNAL) -1, length (xSIGNAL)-5) = 2xQ(length (xSIGNAL)-1, ...
length (xSIGNAL) -5) ;

Q(length (xSIGNAL) -1, length (xSIGNAL)-6) = 2%Q(length (xSIGNAL)-1,...
length (xSIGNAL) -6) ;

Q(length (xSIGNAL) -2, length (xSIGNAL)-5) = 2xQ(length (xSIGNAL)-1,...
length (xSIGNAL) -5);

Q(length (xSIGNAL) -2, length (xSIGNAL) -6) = 2xQ(length (xSIGNAL)-2, ...
length (xSIGNAL) -6) ;

Q(length (xSIGNAL) -2, length (xSIGNAL)-7) = 2%xQ(length (xSIGNAL)-2, ...
length (xSIGNAL) -7) ;

Q(length (xSIGNAL) -3, length (xSIGNAL)-7) = 2%xQ(length (xSIGNAL)-2, ...
length (xSIGNAL) -7);

Q(length (xSIGNAL) -3, length (xSIGNAL)-8) = 2xQ(length (xSIGNAL)-2, ...
length (xSIGNAL) -8) ;

Q(length (xSIGNAL) -4, length (xSIGNAL)-9) = 2xQ(length (xSIGNAL)-2, ...

length (xSIGNAL) -9);
$FATORACAO LU E APLICACAO EM SOM
[L,U] = 1u(Q);

Y = L\xSIGNAL;

$VALORES DO FILTRO%

g0 = 0.77412669;

gl 0.11566267;

gz = -0.00272602;

$CRIANDO VETOR COM VALORES DO FILTRO
mg0 = gO0*ones (length (xSIGNAL),1);
mgl = glxones (length (xSIGNAL)-1,1);
mg2 = g2+*ones (length (xSIGNAL)-2,1);
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%$CRIANDO MATRIZ SPARSA COM DIAGONAIS DE ACORDO COM VETORES CRIADOS ACIMA

Q1 = sparse(l:length(xSIGNAL),l:length(xSIGNAL),mg0, ...
length (xSIGNAL) , length (xSIGNAL) ) ;

Q2 = sparse (2:1length (xSIGNAL),1: (length (xSIGNAL)-1),mgl, ...
length (xSIGNAL), length (xSIGNAL) ) ;

Q3 = sparse(l: (length(xSIGNAL)-1),2:1length(xSIGNAL), mgl, ...
length (xSIGNAL) , length (xSIGNAL) ) ;

Q4 = sparse(l:(length(xSIGNAL)-2),3:1length(xSIGNAL),mg2, ...
length (xSIGNAL), length (xSIGNAL)) ;

Q5 = sparse (3:1length (xSIGNAL),1: (length (xSIGNAL)-2),mg2, ...
length (xSIGNAL) , length (xSIGNAL) ) ;

Q =01 + Q2 + Q3 + Q4 + Q5;
0(1,2) = 2%0(1,2);

0(1,3) = 2%0(1,3);

0(2,4) = 2+0(2,4);

o

length (xSIGNAL) , length (xSIGNAL)-1) = 2+xQ(length (xSIGNAL), ...
length (xSIGNAL) -1);

Q(length (xSIGNAL), length (xSIGNAL) -2)
length (xSIGNAL) -2);

Q(length (xSIGNAL) -1, length (xSIGNAL)-3) = 2xQ(length (xSIGNAL)-1,
length (xSIGNAL) -3) ;

$SFATORACAO LU E APLICACAO EM SOM

[L,U] = 1u(Q);

Y = L\xSIGNAL;

2xQ (length (xSIGNAL), ...

$VALORES DO FILTRO%

g0 = 0.65314970;

gl = 0.17889730;

g2 -0.00547216;

$CRIANDO VETOR COM VALORES DO FILTRO

mg0 = gOxones (length (xSIGNAL),1);

mgl = glxones (length (xSIGNAL)-1,1);

mg2 = g2+*ones (length (xSIGNAL)-2,1);

$CRIANDO MATRIZ SPARSA COM DIAGONAIS DE ACORDO COM VETORES CRIADOS ACIMA

Ql = sparse(l:length (xSIGNAL),1l:1length (xSIGNAL),mg0, ...
length (xSIGNAL) , length (xSIGNAL) ) ;

Q2 = sparse(2:length(xSIGNAL),1: (length (xSIGNAL)-1),mqgl, ...
length (xSIGNAL) , length (xSIGNAL) ) ;

Q3 = sparse(l:(length(xSIGNAL)-1),2:1length(xSIGNAL),mgl, ...
length (xSIGNAL), length (xSIGNAL)) ;

Q4 = sparse(l: (length(xSIGNAL)-2),3:1length (xSIGNAL), g2, ...
length (xSIGNAL), length (xSIGNAL) ) ;

Q5 = sparse(3:length(xSIGNAL),1l: (length(xSIGNAL)-2),mg2, ...
length (xSIGNAL) , length (xSIGNAL) ) ;

Q =0Q1 + Q2 + Q3 + Q4 + Q5;
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0(1,2) = 2x0Q(1,2);
0(1,3) = 2x0(1,3);
Q(2,4) = 2xQ(2,4);
Q(length (xSIGNAL), length (xSIGNAL)-1) = 2%xQ(length (xSIGNAL), ...

length (xSIGNAL) -1);

Q(length (xSIGNAL), length (xSIGNAL)-2) = 2%xQ(length (xSIGNAL), ...
length (xSIGNAL) -2);

Q(length (xSIGNAL) -1, length (xSIGNAL) -3)
length (xSIGNAL) -3) ;

$FATORACAO LU E APLICACAO EM SOM

[L,U] = 1u(Q);

Y = L\xSIGNAL;

2xQ (length (xSIGNAL) -1, ...

$VALORES DO FILTRO%

g0 = 0.56528428;

gl 0.21523557;

a2 0.00212228;

$CRIANDO VETOR COM VALORES DO FILTRO

mqg0 gOxones (length (xSIGNAL), 1) ;

mgl = gl*ones (length (xSIGNAL)-1,1);

mg?2 g2*ones (length (xSIGNAL)-2,1);

$CRIANDO MATRIZ SPARSA COM DIAGONAIS DE ACORDO COM VETORES CRIADOS ACIMA

Ql = sparse(l:length(xSIGNAL),1l:1length (xSIGNAL),mqg0, ...
length (xSIGNAL) , length (xSIGNAL) ) ;

Q2 = sparse(2:1length(xSIGNAL),1l: (length(xSIGNAL)-1),mgl, ...
length (xSIGNAL), length (xSIGNAL)) ;

Q3 = sparse(l: (length(xSIGNAL)-1),2:1length (xSIGNAL), mgl, ...
length (xSIGNAL) , length (xSIGNAL) ) ;

Q4 = sparse(l:(length(xSIGNAL)-2),3:1length(xSIGNAL),mg2, ...
length (xSIGNAL) , length (xSIGNAL) ) ;

Q5 = sparse(3:length (xSIGNAL),1l: (length (xSIGNAL)-2),mg2, ...
length (xSIGNAL) , length (xSIGNAL) ) ;

Q =0Q1 + Q2 + Q3 + Q4 + Q5;

0(1,2) = 2x0(1,2);

0(1,3) = 2x0(1,3);

Q(2,4) = 2xQ(2,4);

Q(length (xSIGNAL), length (xSIGNAL)-1) = 2%xQ(length (xSIGNAL), ...
length (xSIGNAL) -1);

Q(length (xSIGNAL), length (xSIGNAL)-2) = 2*xQ(length (xSIGNAL), ...
length (xSIGNAL) -2);

Q(length (xSIGNAL) -1, length (xSIGNAL)-3) = 2xQ(length (xSIGNAL)-1, ...

length (xSIGNAL)-3);
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$SFATORACAO LU E APLICACAO EM SOM
[L,U] = 1u(Q);
Y = L\xSIGNAL;

$VALORES DO FILTRO%

q0 3/4;

gl = 1/8;

$CRIANDO VETOR COM VALORES DO FILTRO

mg0 = gOxones (length (xSIGNAL),1);

mgl = glxones (length (xSIGNAL)-1,1);

$CRIANDO MATRIZ SPARSA COM DIAGONAIS DE ACORDO COM VETORES CRIADOS ACIMA

Q1 = sparse(l:length(xSIGNAL),l:length(xSIGNAL),mg0, ...
length (xSIGNAL), length (xSIGNAL) ) ;

Q2 = sparse (2:1length (xSIGNAL),1: (length (xSIGNAL)-1),mgl, ...
length (xSIGNAL), length (xSIGNAL) ) ;

Q3 = sparse(l:(length(xSIGNAL)-1),2:1length(xSIGNAL),mgl, ...
length (xSIGNAL) , length (xSIGNAL) ) ;

Q = Ql + Q2 + Q3;

0(1,2) = 2x0(1,2);

Q(length (xSIGNAL), length (xSIGNAL)-1) = 2xQ(length (xSIGNAL), ...
length (xSIGNAL) -1);

SFATORACAO LU E APLICACAO EM SOM

[L,U] = 1u(Q);

Y = L\xSIGNAL;

$VALORES DO FILTRO%

g0 = 4/6;

ql = 1/6;

$CRIANDO VETOR COM VALORES DO FILTRO

mqg0 gO0xones (length (xSIGNAL), 1) ;

mgl = glxones (length (xSIGNAL)-1,1);

$CRIANDO MATRIZ SPARSA COM DIAGONAIS DE ACORDO COM VETORES CRIADOS ACIMA

Q1 = sparse(l:length(xSIGNAL),l:length(xSIGNAL),mg0, ...
length (xSIGNAL) , length (xSIGNAL) ) ;

Q2 = sparse(2:1length(xSIGNAL),1l: (length(xSIGNAL)-1),mgl, ...
length (xSIGNAL) , length (xSIGNAL) ) ;

Q3 = sparse(l:(length(xSIGNAL)-1),2:1length(xSIGNAL),mgl, ...
length (xSIGNAL), length (xSIGNAL) ) ;

Q = Q1 + Q2 + Q3;

0(1,2) = 2x0(1,2);

Q(length (xSIGNAL), length (xSIGNAL)-1) = 2%Q(length (xSIGNAL), ...
length (xSIGNAL) -1);

SFATORACAO LU E APLICACAO EM SOM
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[L,U] = 1u(Q);
Y = L\xSIGNAL;

()
j—
n

eif strcmp(filter, 'ifir_omoms2')==1

$VALORES DO FILTRO%

q0d = 86/120;

gl 17/120;

$CRIANDO VETOR COM VALORES DO FILTRO

mg0 = gOxones (length (xSIGNAL),1);

mgl = glxones (length (xSIGNAL)-1,1);

$CRIANDO MATRIZ SPARSA COM DIAGONAIS DE ACORDO COM VETORES CRIADOS ACIMA

Q1 = sparse(l:length(xSIGNAL),l:length(xSIGNAL),mg0, ...
length (xSIGNAL) , length (xSIGNAL) ) ;

Q2 = sparse(2:length(xSIGNAL),1l: (length(xSIGNAL)-1),mgl, ...
length (xSIGNAL), length (xSIGNAL) ) ;

Q3 = sparse(l: (length(xSIGNAL)-1),2:1length (xSIGNAL),mgl, ...
length (xSIGNAL) , length (xSIGNAL) ) ;

QO =01 + Q2 + Q3;

Q(1,2) = 2x0(1,2);

Q(length (xSIGNAL), length (xSIGNAL)-1) = 2%xQ(length (xSIGNAL), ...
length (xSIGNAL) -1);

$SFATORACAO LU E APLICACAO EM SOM

[L,U] = 1u(Q);

Y = L\xSIGNAL;

()
j—
9]

eif strcmp(filter, 'ifir_ omoms3')==1
$VALORES DO FILTRO%

g0 = 0.6190;

gl 0.1905;

$CRIANDO VETOR COM VALORES DO FILTRO
mg0 = gOxones (length (xSIGNAL),1);
gl*ones (length (xSIGNAL)-1,1);

mgl

$CRIANDO MATRIZ SPARSA COM DIAGONAIS DE ACORDO COM VETORES CRIADOS ACIMA

Q1 = sparse(l:length(xSIGNAL),l:length(xSIGNAL),mg0, ...
length (xSIGNAL), length (xSIGNAL) ) ;

Q2 = sparse (2:1length (xSIGNAL),1: (length (xSIGNAL)-1),mgl, ...
length (xSIGNAL), length (xSIGNAL) ) ;

Q3 = sparse(l: (length(xSIGNAL)-1),2:1length(xSIGNAL),mgl, ...
length (xSIGNAL) , length (xSIGNAL) ) ;

Q = Ql + Q2 + Q3;

0(1,2) = 2»0(1,2);

Q(length (xSIGNAL), length (xSIGNAL)-1) = 2xQ(length (xSIGNAL), ...
length (xSIGNAL) -1);

$FATORACAO LU E APLICACAO EM SOM

[L,U] = 1u(Q);
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Y = L\xSIGNAL;
£SIGNAL = U\Y;

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
O O0OO0OOOO0OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOODOOOODOOOOODOOOOOOOOODOOOODOOOOODOOOODOOOOOOOOOOOOOOOOOO
00 00000000000000000000000 00 0000000000000000000000000000
5555555555355 55%55535555GENERATING FUNCTIONSS%%5%%%5%%5%5%%5%5%%5%5%5%50350053500553%5%%
00 0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
5555555555555 5555555555555 555555555555555555%55555555555%55%55%5%5%5%5%5%5%%%%

if strcmp (generator, 'bsplinel')==
if size (xSIGNAL,2) ==

NnSIGNAL = zeros (n*size (XxSIGNAL,1),2);

for i = l:size(t,2)-2
a floor(t(i));
b = a+l;
nSIGNAL (i, 1) = fSIGNAL(a,l) + f£SIGNAL(b,1);
nSIGNAL (i, 2) fSIGNAL(a,2) + f£SIGNAL(b,2);

end
nSIGNAL (end) =fSIGNAL (end) ;
else
nSIGNAL = zeros (n*size (xXSIGNAL,1),1);
for i = 1l:size(t,2)-1
floor(t(i));
b = at+l;
nSIGNAL (i) = f£SIGNAL (a) + £SIGNAL(b);
end
nSIGNAL (end) =fSIGNAL (end) ;

end

a

elseif strcmp (generator, 'bsplinel')
if size (£SIGNAL, 2)
nSIGNAL = zeros(size(t,2),2);
for i = 1l:size(t,2)-1
a = floor(t(i));
b = at+l;
nSIGNAL(i, 1) = (1 - abs(t(i) - a))*£f£SIGNAL(a,l) ...
+ (1 - abs(t(i) -b))*£SIGNAL(b,1);
nSIGNAL(i,2) = (1 - abs(t(i) - a))+*fSIGNAL(a,2)...
+ (1 - abs(t (i) -b))*£fSIGNAL (b, 2);
end
else
nSIGNAL = zeros(size(t,2),1);
l:size(t,2)-1
a = floor(t(i));
b = a+l;
nSIGNAL(i) = (1 - abs(t(i) - a))*fSIGNAL(a)...
+ (1 - abs(t (i) -b))*£SIGNAL(b);

for i

end
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o\

)
A
O~
ul

%$(6 — 8%r*r)/8
if size (xSIGNAL,2) == 2
nSIGNAL = zeros(size(t,2),2);
for i = l:size(t,2)
a = floor(t(i));
if t(i) > 1 && t(i) < 1.5
b=a+ 1;
nSIGNAL(i,1) = f£SIGNAL(a,l)*x((6 — 8xabs(t(i) - a)...
xabs (£t (i) - a))/8)...
+ 2+xfSIGNAL(b,1)*((9 + abs(t(i) - b)...
*x (=12 + 4*abs(t (i) - b)))/8);
nSIGNAL (i,2) = f£SIGNAL(a,2)*((6 — 8xabs(t(i) - a)...
xabs(t (i) - a))/8)...
+ 2%f£SIGNAL (b, 2)*((9 + abs(t (i) - b)...
*x (=12 + 4*abs(t (i) - b)))/8);

elseif t(i) > 1.5 && abs(t(i) - a) == 0.5

b=a+ 1;

nSIGNAL (i,1) = £SIGNAL(a,1l)*((9 + abs(t(i) - a)...
x (=12 + 4xabs(t (i) — a)))/8)...
+ £SIGNAL(b,1)*((9 + abs(t(i) - b)...
x (=12 + 4*abs(t (i) - b)))/8);

nSIGNAL (i, 2) = f£SIGNAL(a,2)*((9 + abs(t(i) - a)...
x (=12 + 4xabs(t (i) - a)))/8) ...
+ f£SIGNAL (b, 2)*((9 + abs(t (i) - b)...

* (=12 + 4xabs(t (i) - b)))/8);
elseif t(i) > 1.5 && t(i) < (size(xSIGNAL,1)-0.4)...
&& abs(t(i) - a) > 0.5

b =a+ 1;

c =a + 2;

nSIGNAL (i, 1) = f£SIGNAL(a,l1)*((9 + abs(t(i) - a)...
* (=12 + 4xabs(t(i) — a)))/8)...

+ f£SIGNAL(b,1)*((6 — 8*abs(t(i) - b)...

xabs (t (1) - b))/8) + £SIGNAL(c,1)...

*((9 + abs(t (i) — c)*(-12 + 4xabs(t (i) - c)))/8);
nSIGNAL (i, 2) = f£SIGNAL(a,2)*((9 + abs(t(i) - a)...

x (=12 + 4xabs(t(i) - a)))/8)...

+ f£SIGNAL(b,2)*((6 — 8*abs(t(i) - b)...

xabs(t (i) - b))/8)...

+ £SIGNAL(c,2)*((9 + abs(t (i) - c)...

x (=12 + 4xabs(t (i) - ¢)))/8);
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elseif t(i) > 1.5 && t(i) < (size(xXSIGNAL,1)-0.4)
&& abs(t (i) - a) < 0.5

b=a-1;
c =a+ 1;
nSIGNAL (i,1) = £SIGNAL(b,1)*(((9 + abs(t(i) - b)...

* (=12 + 4dxabs(t (i) - b)))/8)) ...
+ f£SIGNAL(a,l)*(((6 — 8xabs(t(i) - a)...
xabs (t (1) - a))/8)) ...
+ £SIGNAL(c,1)*(((9 + abs(t(i) - c)...
* (=12 + 4xabs(t(i) - ¢)))/8));
nSIGNAL (i,2) = f£SIGNAL(b,2)*x(((9 + abs(t(i) - b)...
* (=12 + 4xabs(t(i) - b)))/8)) ...
+ f£SIGNAL(a,2)*(((6 — 8xabs(t(i) - a)...
xabs(t (i) - a))/8))...

+ f£SIGNAL(c,2)*(((9 + abs(t(i) - c)...
* (=12 + 4xabs(t (i) - ¢)))/8));
elseif t (i) > (size (xSIGNAL,1)-0.5) && t(i) < size(xSIGNAL,1)
b =a+ 1;
nSIGNAL (i, 1) = 2+fSIGNAL(a,l1)*((9 + abs(t(i) - a)...
* (=12 + 4xabs(t(i) — a)))/8)...
+ fSIGNAL(b,1)*((6 — 8*abs(t(i) - b)xabs(t(i) - b))/8);
nSIGNAL (1,2) = 2+fSIGNAL(a,2)*((9 + abs(t(i) - a)...
* (=12 + 4xabs(t(i) - a)))/8)...
+ fSIGNAL(b,2)*((6 — 8xabs(t (i) - b)xabs(t(i) - b))/8);
elseif t (i) == size (xSIGNAL,1)
b=a-1;
NnSIGNAL (i,1) = 2+xfSIGNAL(b,1)*((9 + abs(t(i) - b)...

*(-12 + 4xabs(t(i) - b)))/8)...
+ £SIGNAL(a,l)x((6 — 8xabs(t (i) - a)xabs(t(i) - a))/8);
NnSIGNAL (i,2) = 2xfSIGNAL(b,2)*((9 + abs(t(i) - b)...
* (=12 + 4xabs(t(i) — b)))/8)...
+ fSIGNAL(a,2)*((6 — 8xabs(t (i) — a)=*abs(t(i) - a))/8);
end
end
else
nSIGNAL = zeros(size(t,2),1);
for i = l:size(t,?2)
a = floor(t(i));
if t(i) > 1 && t(i) < 1.5

b=a+ 1;
nSIGNAL (i) = fSIGNAL(a)~*((6 — 8xabs(t(i) - a)...
*xabs(t (i) - a))/8)...
+ 2+xf£SIGNAL (b) *((9 + abs(t (i) - b)...
x (=12 + 4*abs(t (i) - b)))/8);
elseif t(i) > 1.5 && abs(t(i) - a) == 0.5
b=a+ 1;

nSIGNAL (i) = fSIGNAL(a)*((9 + abs(t(i) - a)...
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* (=12 + 4xabs(t(i) - a)))/8)...
+ £SIGNAL (b)*((9 + abs(t(i) - b)...
x (=12 + 4xabs(t (i) - b)))/8);
elseif t(i) > 1.5 && t(i) < (size(xSIGNAL,1)-0.5)...
&& abs(t (i) - a) > 0.5
b =a + 1;
c =a + 2;
nSIGNAL (i) = fSIGNAL(a)*((9 + abs(t(i) - a)...
* (=12 + 4xabs(t(i) — a)))/8)...
+ £SIGNAL(b)*((6 — 8*abs(t (i) - b)...
xabs (£t (i) - b))/8)...
+ £SIGNAL(c)*((9 + abs(t(i) - c)...
*x (=12 + 4*abs(t (i) - ¢)))/8);
elseif t(i) > 1.5 && t(i) < (size(xSIGNAL,1)-0.4)...
&& abs(t (i) - a) < 0.5
b =a-1;
c =a + 1;
nSIGNAL (i) = £SIGNAL(b)*(((9 + abs(t(i) - b)...
*x (=12 + 4*abs(t(i) - b)))/8)) ...
+ £SIGNAL(a)*(((6 — 8xabs(t(i) - a)...
xabs (t (1) - a))/8)) ...
+ £SIGNAL(c)*(((9 + abs(t(i) - c)...
x (=12 + 4%abs(t (i) - ¢)))/8));
elseif t (i) >= (size (xXSIGNAL,1)-0.4) && t(i) < size (xSIGNAL,1)
b=a+ 1;
NSIGNAL (i) = 2+«fSIGNAL(a)*((9 + abs(t(i) - a)...
* (=12 + 4xabs(t(i) - a)))/8) ...

+ f£SIGNAL(b)* ((6 — 8xabs(t(i) - b)*abs(t (i) - b))/8);
elseif t (i) == size (xSIGNAL,1)
b=a-1;

NSIGNAL (i) = 2+«fSIGNAL(b)*((9 + abs(t(i) - b)...
x (=12 + 4xabs(t(i) - b)))/8)...
+ fSIGNAL(a)*((6 — 8xabs(t (i) - a)=*abs(t(i) - a))/8);

$(4 + rxr*x (-6 + 3%r))/6;
$|rj<2
(8 + r+x(-12 + (6 — r)xr))/6;
if size (xSIGNAL,2) ==
nSIGNAL = zeros (size(t,2),2);
for i = l:size(t,2)
floor(t(i));
if t(i) == 1

a
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b =a + 1;
nSIGNAL(i,1) = f£SIGNAL(a,l)*x((4 + abs(t(i)-a)...
xabs (t (1) -a)* (-6 + 3xabs (t (i)- )/ 6)
+ 2+«fSIGNAL(b,1)*((8 + abs(t(i)-b)...
* (=12 + (6 — abs(t(i)-b))x*abs(t(i)-b)))/6);
nSIGNAL (i,2) = f£SIGNAL(a,2)x((4 + abs(t(i)-a)...
xabs (t (i)-a)* (-6 + 3xabs (t (1) )/ 6)
+ 2xfSIGNAL (b, 2)* ((8 + abs(t(i)-b)...
* (=12 + (6 — abs(t(i)-b))xabs(t(i)-b)))/6);
elseif t(i) > 1 && t(i) < 2
b =a + 1;
c =a + 2;
nSIGNAL (i,1) = f£SIGNAL(a,l)*((4 + abs(t(i)-a)...
xabs (t (1) -a)* (-6 + 3xabs (t (i)- )/ 6)
+ f£SIGNAL(b,1)*((4 + abs(t(i)-b)+*abs(t(i)-b)...
* (-6 + 3%abs(t(i)-b)))/6)
+ 2*xfSIGNAL(c,1)*((8 + abs(t(i)-c)...
* (=12 + (6 — abs(t(i)-c))xabs(t (i) )/6);
nSIGNAL (i,2) = f£SIGNAL(a,2)x((4 + abs(t(i)-a)...
*abs (t (i) —-a) (-6 + 3*abs(t( )/ 6)
+ £SIGNAL (b,2)x((4 + abs(t (i ) b) .
xabs (£ (1) -b)* (-6 + 3xabs(t(i)-b)))/6)...
+ 2xfSIGNAL(c,2)*((8 + abs(t(i)-c)...
* (=12 + (6 — abs(t(i)-c))+*abs(t(i)-c)))/6);
elseif t(i) > 1 && abs(t (i) - a) ==
&& t (i) <= (size (xSIGNAL,1)-1)
b =a-1;
c =a + 1;
nSIGNAL (i,1) = f£SIGNAL(b,1)*((8 + abs(t(i)-b)...
* (=12 + (6 — abs(t(i)-b))*rabs(t(i)- ) /6)
+ fSIGNAL(a,l)*((4 + abs(t(i)-a)...
xabs (t (i)-a)* (-6 + 3xabs (t (i)- )/6) ...
+ fSIGNAL(c,1)*((8 + abs(t(i)-c)...
* (=12 + (6 — abs(t(i)-c))+*abs(t(i)-c)))/6);
nSIGNAL (i,2) = f£SIGNAL(b,2)*((8 + abs(t(i)-b)...
x (=12 + (6 - abs(t(i)-b))=*abs(t(i)- )/ 6)
+ fSIGNAL(a,2)*((4 + abs(t(i)-a)...
xabs (t (1) —-a)* (-6 + 3xabs(t (i)- )/6) ...
+ f£SIGNAL(c,2)*((8 + abs(t(i)-c)...
* (=12 + (6 — abs(t(i)-c))+*abs(t(i)- )/6);
elseif t(i) > 2 && t(i) < (size(xSIGNAL,1)-1)
b=a-1;
c =a + 1;
d=a + 2;
nSIGNAL (i,1) = f£SIGNAL(b,1)*((8 + abs(t(i)-b)...
* (=12 + (6 — abs(t(i)-b))*abs(t(i)- )/ 6)

+ £SIGNAL(a,l) *

((4 + abs(t(i)-a)...
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xabs (t(i)—-a)* (-6 + 3xabs(t(i)-a)))/6)
+ f£SIGNAL(c,1l)*((4 + abs(t(i)-c)...
*xabs (t (1) —c)* (-6 + 3*abs(t(i)-c)))/6)
+ f£SIGNAL(d,1)*((8 + abs(t(i)-d)...

* (=12 + (6 — abs(t(i)-d))x*abs(t(i)-d)))/6);
NnSIGNAL (i,2) = f£SIGNAL(b,2)*((8 + abs(t(i)-b)...
* (=12 + (6 — abs(t(i)-b))*abs(t(i)-b)))/6)

+ £SIGNAL(a,2)*((4 + abs(t(i)-a)...
*abs (t (1) -a)* (-6 + 3xabs(t(i)-a)))/6)
+ £SIGNAL(c,2)*((4 + abs(t(i)-c)...
*abs (t (1) -c)* (-6 + 3xabs(t(i)-c)))/6)
+ £SIGNAL(d,2)*((8 + abs(t(i)-d).

*(-12 + (6 — abs(t(i)-d))xabs(t(i)-d)))/6);
elseif t (i) > (size (xSIGNAL,1)-1) && t(i) < size(xSIGNAL,1)

b=a+ 1;
c =a - 1;
NnSIGNAL (i,1) = 2+fSIGNAL(c,1)*((8 + abs(t(i)-c)...
* (=12 + (6 — abs(t(i)-c))=*abs(t(i)-c)))/6)
+ £SIGNAL(a,l)*x((4 + abs(t(i)-a).
xabs(t(i)-a)* (-6 + 3xabs(t(i)-a)))/6)
+ £SIGNAL(b,1l)x((4 + abs(t (i ) -b) .
xabs (t (1) -b) x (-6 + 3xabs(t(i)-b)))/6)
(

NnSIGNAL (i,2) = 2+xfSIGNAL(c,2) * (8 + abs(t(i)-c)...
* (=12 + (6 - abs(t(i)—c))*abs( (i) - )/6)

+ f£SIGNAL(a,2)*((4 + abs(t(i)-a).
xabs (t (i)-a)* (-6 + 3xabs(t(i)-a)))/6).
+ fSIGNAL (b,2)*((4 + abs(t(i)-b).
xabs (t (1) -b)* (-6 + 3xabs(t(i)-b)))/6)
elseif t (i) == size (xSIGNAL,1)
b=a-1;
nSIGNAL (i,1) = 2xfSIGNAL(b,1)*((8 + abs(t(i)-b)...

* (=12 + (6 — abs(t(i)-b))*abs(t(i)-b)))/6)...
+ fSIGNAL(a,l)*((4 + abs(t(i)-a)...
xabs (Lt (i)—-a)* (-6 + 3xabs(t(i)-a)))/6);

nSIGNAL (i,2) = 2xfSIGNAL(b,2)*((8 + abs(t(i)-b)...
% (=12 + (6 — abs (t (i)-b))*abs (t (i)-b)))/6)
+ fSIGNAL(a,2)*((4 + abs(t(i)-a)...
xabs (t (1)-a)x (-6 + 3xabs(t(i)-a)))/6);

(4 + rxrx (-6 + 3%r))/6;

$(8 + r*« (=12 + (6 — r)=*r))/6;
nSIGNAL = zeros(size(t,2),1);

for i = l:size(t,2)
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a = floor(t(i));
if t(i) == 1
b=a+ 1;
NnSIGNAL (1) = fSIGNAL(a)=*((4 + abs(t(i)-a)...
xabs(t(i)-a)* (-6 + 3xabs(t(i)-a)))/6)...
+ 2xf£SIGNAL (b) *x ((8 + abs(t(i)-b)...
x (=12 + (6 — abs(t(i)-b))xabs(t(i)-b)))/6);
elseif t(i) > 1 && t(i) < 2
b=a+ 1;
c =a + 2;
NnSIGNAL (i) = f£SIGNAL(a)*((4 + abs(t(i)-a)...

xabs (t (1) -a)* (-6 + 3xabs(t (1 )/6)
+ f£SIGNAL (b)*((4 + abs(t(i)-b)...
*abs (t (1) -b)* (-6 + 3xabs(t (i )/ 6)
+ 2+«fSIGNAL(c)*((8 + abs(t(i)-c)...

(
* (=12 + (6 — abs(t(i)-c))=xabs(t(i)-c)))/6);
elseif t(i) > 1 && abs(t(i) - a) ==
&& t (i) <= (size (xSIGNAL,1)-1)

b=a-1;
c =a+ 1;
nSIGNAL (i) = £SIGNAL(b)*((8 + abs(t(i)-b)...

*(-12 + (6 — abs(t(i)-b))*abs(t(i)-b)))/6)...

+ f£SIGNAL(a)*((4 + abs(t(i)-a)...

*abs (t (1) -a)x (-6 + 3xabs(t(i)-a)))/6)

+ f£SIGNAL(c)*((8 + abs(t(i)-c)...

x(-12 + (6 — abs(t(i)-c))*abs(t(i)-c)))/6);
elseif t(i) > 2 && t(i) < (size (xSIGNAL,1)-1)

b=a-1;
c=a+1;
d=a + 2;

NnSIGNAL (i) = f£SIGNAL(b)*((8 + abs(t(i)-b)...

* (=12 + (6 — abs(t(i)-b))*abs(t(i)-b)))/6)
+ fSIGNAL(a)*((4 + abs(t(i)-a)...
*abs (t (1) -a)x (-6 + 3xabs(t(i)-a)))/6)
+ £SIGNAL(c)*((4 + abs(t(i)-c)=xabs(t(i)-c)...
* (-6 + 3xabs(t (i)-c)))/6)
+ £SIGNAL(d)*((8 + abs(t(i)-d)=*...
(=12 + (6 — abs(t(i)-d))=*abs(t(i)-d)))/6);

elseif t (i) > (size (xSIGNAL,1)-1) && t (i) < size(xSIGNAL,1)

b=a+ 1;

c=a—-1;

NSIGNAL (i) = 2+fSIGNAL(c)*((8 + abs(t(i)-c) ...
% (-12 + (6 — abs(t (i)-c))*abs (t (i)-c)))/6)
+ fSIGNAL(a)« ((4 + abs(t(i)-a).
xabs (t(i)-a)* (-6 + 3xabs(t (i )/ 6)
+ £SIGNAL(b)*((4 + abs(t(i)-b)...
xabs (t (1) -b) * (-6 + 3xabs (t (i )/ 6)
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elseif t (i) == size (xSIGNAL,1)
b=a-1;
NSIGNAL (i) = 2+fSIGNAL(b)*((8 + abs(t(i)-b) ...
* (=12 + (6 — abs(t(i)-b))*abs(t(i)-b)))/6)
+ fSIGNAL(a)*((4 + abs(t(i)-a)...
xabs (t (1) -a)x (-6 + 3xabs(t(i)-a)))/6);

end
end
end
elseif strcmp(generator, 'omoms2"')
$r = fabsf (r);
% if (r < .5f) return (86.f-120.fxrxr)/120.f;
% else if (r == .5f) return 59.£f/120.f; // discontinuity!
% else if (r < 1.5f) return (137.f+r*(-180.f+60xr))/120.f;
% else if (r == 1.5f) return 1.£/120.f; // discontinuity!
% else return 0.f;

if size (xSIGNAL,2) ==
nSIGNAL = zeros(size(t,2),2);

for i = l:size(t,2)

end
else
nSIGNAL = zeros(size(t,2),1);
for i = l:size(t,2)
a = floor(t(i));
if t(i) < 1.5
b=a+ 1;

nSIGNAL (i) = £SIGNAL(a)~* ((86-120%abs(t(i)-a)...

xabs (t (1) -a)) /120)
+ 2+xf£SIGNAL (b)* ((137+abs (t (i) -b) ...
* (-180+60%abs (t (i)-b))) /120);
elseif t(i) == 1.5
b=a+ 1;

c =a + 2;

nSIGNAL (i) = f£SIGNAL(a)=*(59/120) + f£SIGNAL (b)~*(59/120)

+ 2+fSIGNAL (c)*(1/120);
elseif t(i) > 1.5 && t(i) < size(xSIGNAL,1) - 0.5

&& abs(t (i) - a) > 0.5

b =a+ 1;

c =a + 2;

NnSIGNAL (i) = f£SIGNAL(a)* ((l137+abs(t(i)-a)...
* (=180+60*xabs (t (i)-a)))/120)
+ £SIGNAL (b) % ((86-120*xabs(t (i)-b) ...
xabs (t (1)-b))/120) +
+ £SIGNAL (c)* ((137+abs(t(i)-c) ...
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*x (-=180+60+abs (t (1) -c)))/120)
elseif t(i) > 1.5 && t(i) < size(xSIGNAL,1) - 0.5
&& abs(t (i) - a) < 0.5
b=a-1;
c =a + 1;
nSIGNAL (i) = f£SIGNAL (b)* ((137+abs(t(i)-b) ...
* (-180+60%abs (t (i) - ) /120)
+ fSIGNAL (a)*( (86— 120*abs( (1) —a)xabs (t (i)-a))/120)
+ f£SIGNAL(c)* ((137+abs(t(i)-c)...
(t

* (=180+60*abs (t (1) - )/120) ;
elseif t(i) > 1.5 && t(i) < 51ze(xSIGNAL,1) - 0.5
&& abs(t (i) - a) == 0.5
b=a-1;
c =a+ 1;
d=a + 2;

NSIGNAL (i) = fSIGNAL (b)* (1/120) + £SIGNAL (a)«* (59/120)
+ £SIGNAL(c)*(59/120) + £SIGNAL(d)*(1/120)

elseif t (i) == size (xSIGNAL,1l) - 0.5
b=a-1;
c =a+ 1;

NnSIGNAL (1) = 2+xfSIGNAL (b)*(1/120) + fSIGNAL(a)~*(59/120)
+ f£SIGNAL(c)*(59/120)
elseif t (i) > size(xSIGNAL,1) - 0.5 && t (i) < size(xSIGNAL,1)
b =a+ 1;
NnSIGNAL (i) = 2+fSIGNAL(a)* ((1l37+abs(t(i)-a) ...
*(=180+60%abs (t (i)-a)))/120)
+ £SIGNAL (b)* ((86-120+abs (t (i) -b)+*abs(t (i)-b))/120);
elseif t (i) == size (xSIGNAL,1)
b =a-1;
NnSIGNAL (i) = 2+xfSIGNAL (b)* ((137+abs(t(i)-b) ...
* (-=180+60+abs (t (1)-b)))/120)
+ fSIGNAL(a)* ((86-120*abs(t(i)—-a)*abs(t(i)-a))/120);

end
end

end
5555555555555 5555555555555 5555555555555 55555555555%55%5%55%5%5%55%5%%%%
elseif strcmp(generator, 'omoms3"')

Slr] < 2

% (58+r* (—=85+ (42=T*r)*r)) /42

slr] <1

S (26+rx (3+rx (—42+21r))) /42
if size (xSIGNAL,2) ==
nSIGNAL = zeros(size(t,2),2);

for 1 = l:size(t,2)
a = floor(t(i));
if t(i) == 1

(1
b=a+1;
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nSIGNAL (i,1) = f£SIGNAL(a,l)* ((26+abs(t(i)—-a)* (3+abs(t(i)-a)...

*x (-42+21xabs (t(i)-a))))/42)
+ 2+xfSIGNAL (b, 1) * ((58+abs(t(i)-b) ...
*x (—85+ (42-Txabs (t (1) -b) ) xabs (t (i) -b))) /42);

NnSIGNAL (i,2) = f£SIGNAL(a,2)* ((26+abs(t(i)—-a)* (3+abs(t(i)-a)...

x (—424+21xabs (t(i)-a))))/42)

+ 2xfSIGNAL (b, 2) » ((58+abs (t (i) -b) ...

* (=85+ (42-7xabs (t (1) -b) ) xabs (t (i) -b))) /42) ;
elseif t (i) < 2

b=a+1;
c =a + 2;
nSIGNAL(i,1) = f£SIGNAL(a,l)x((26+abs(t(i)-a)...

* (3+abs (t (1) -a)* (-42+21xabs(t(i)-a))))/42)

+ £SIGNAL (b, 1) x ((26+abs(t (i) -b)x (3+abs(t(i)-b)...

*x (—42+21xabs (£t (i)-b)))) /42)

+ 2+xfSIGNAL(c, 1) * ((58+abs(t(i)-c)...

* (—85+ (42-T*abs (t (1) —-c))xabs (t (1)-c)))/42);
nSIGNAL (i,2) = f£SIGNAL(a,2)*((26+abs(t(i)-a)...

* (3+abs (t (1) -a)* (-42+21xabs(t (i)-a))))/42)

+ £SIGNAL (b, 2) x ((26+abs (t (i) -b)x (3+abs(t(i)-b) ...

* (—42+21xabs (t (1)-b))))/42)

+ 2+xfSIGNAL (c,2) * ((58+abs(t (i)-c) ...

* (—85+ (42-T*abs (t (1) —-c) ) xabs (t (1)-c))) /42);

elseif t(i) >= 2 && t (i) <=

(size (xSIGNAL,1)-1)
&& abs(t (i) - a) == 0
b=a-1;
c =a+ 1;
nSIGNAL(i,1) = £SIGNAL (b, 1) ((58+abs(t(i)-b)...

* (=85+ (42-T+abs (t (1) -b) ) xabs (t (1) -b))) /42)

+ f£SIGNAL(a,l)*((26+abs(t(i)-a)* (3+abs(t(i)-a)...

* (—42421+abs (t (1) -a))))/42)

+ £SIGNAL(c, 1) * ((58+abs(t(i)-c) ...

* (—85+ (42-T7*abs (t (1) —c) ) *xabs (t (1)-c)))/42);
nSIGNAL (i,2) = f£SIGNAL (b,2)* ((58+abs(t(i)-b)...

* (=85+ (42-T+abs (t (1) -b) ) *abs (t (1) -b))) /42)

+ f£SIGNAL (a,2)* ((26+abs(t (i) —-a)* (3+abs(t(i)-a)...

* (—=42+21*abs(t(i)-a))))/42)

+ f£SIGNAL(c,2)* ((58+abs(t(i)-c) ...

* (—85+ (42-T*abs (t (i) —c)) *abs (t (1) -c))) /42);

elseif t(i) > 2 && t (i) < (size(xSIGNAL,1)-1)
&& abs(t(i) - a) > 0

b=a-1;
c =a+ 1;
d=a + 2;
nSIGNAL(i,1) = £SIGNAL (b, 1) ((58+abs(t(i)-b)...

x (=85+ (42-Txabs (t (1) -b) ) xabs (t (i) -b))) /42)
+ f£SIGNAL(a,l)*((26+abs(t (i) -a)* (3+abs(t(i)-a)...
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* (—42+21+abs (t (1) -a))))/42)
+ £SIGNAL(c,1)* ((26+abs(t (i)-c)«* (3+abs(t(i)-c)...
* (=42421+abs (t (1) -c))))/42)
+ £SIGNAL(d, 1) ((58+abs(t(i)-d)...
* (—=85+ (42-T+abs (t (1) —-d) ) +abs (t (1)-d)))/42);
nSIGNAL(i,2) = f£SIGNAL (b, 1) ((58+abs(t(i)-b)...
* (=85+ (42-T+abs (t (1) -b) ) xabs (t (1) -b))) /42)
+ f£SIGNAL(a,2)*((26+abs(t (i) -a)* (3+abs(t(i)-a)...
* (—42+21+abs (t (1) -a))))/42)
+ £SIGNAL(c,2)*((26+abs(t(i)-c)* (3+abs(t(i)-c)...
x (—424+21xabs (t (1)-c))))/42)
+ f£SIGNAL(d,2)* ((58+abs(t(i)-d)...
* (=85+ (42-Txabs (t (1) -d)) »abs (t (1) -d))) /42);
elseif t(i) > (size (xSIGNAL,1)-1) && t(i) < size(xSIGNAL,1)

b=a-1;
c=a+ 1;
nSIGNAL(i,1) = 2xf£SIGNAL(b,1)* ((58+abs(t(i)-b)...

* (—85+ (42-Txabs (t (1) -b) ) xabs (t (1) -b) ) ) /42)
+ f£SIGNAL(a,l)*((26+abs(t(i)-a)* (3+abs(t(i)-a)...
* (-42+21*abs (t (i)-a))))/42)
+ f£SIGNAL(c,1)* ((26+abs(t (i1)-c)*(3+abs(t(i)-c)...
x (—424+21xabs (t (i)-c))))/42);

nSIGNAL (i, 2) = 2%fSIGNAL (b, 2)* ((58+abs (t (i)-b) ...
* (—=85+ (42-T+abs (t (1) -b) ) xabs (t (1) -b))) /42)
+ fSIGNAL (a,2)* ((26+abs (t(i)-a)~* (3+abs(t(i)-a)...
* (-42+21*abs (t (i)-a))))/42)
+ f£SIGNAL(c,2)*((26+abs(t(i)-c)* (3+abs(t(i)-c)...
x (—424+21xabs (t (1)-c))))/42);

elseif t (i) == size (xSIGNAL,1)
b=a-1;
nSIGNAL (i, 1) = 2+fSIGNAL (b, 1)* ((58+abs(t(i)-b)...

* (=85+ (42-Txabs (t (1) -b) ) *xabs (t (1) -b))) /42)
+ fSIGNAL(a,l)*((26+abs(t(i)-a)* (3+abs(t(i)-a)...
x (—42+21xabs(t(i)-a))))/42);
nSIGNAL (i,2) = 2+f£SIGNAL (b, 2)* ((58+abs(t(i)-b) ...
* (=85+ (42-Txabs (t (1) -b) ) *xabs (t (1) -b))) /42)
+ fSIGNAL (a,2)*((26+abs(t (i) —-a)* (3+abs(t(i)-a)...
* (—=42+21*abs(t (i)-a))))/42);
end
end
else
nSIGNAL = zeros(size(t,2),1);

for i = l:size(t,?2)
a = floor(t(i));
if t(i) == 1
b =a+ 1;

nSIGNAL (i) = fSIGNAL(a)* ((26+abs(t(i)-a)~*(3+abs(t(i)-a)...
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x (—42+21xabs (t (i)-a))))/42)
+ 2xf£SIGNAL (b) * ( (58+abs (t (1) -b) ...

* (—85+ (42-Txabs (t (1) -b))*abs (t (1) -

elseif t(i) < 2
b =a+ 1;
c =a + 2;

nSIGNAL (i) = f£SIGNAL (a)* ((26+tabs(t(i)-a

* (-42+21xabs (t(i)-a))))/42)

+ f£SIGNAL(b) % ((26+abs (t (1) -b) x (3+abs (t

* (—42+21xabs(t (i)-b)))) /42)
+ 2+xfSIGNAL (c) * ((58+abs(t(i)-c) ...
* (—85+ (42-T+abs (t (i) —c) ) xabs (t (1)

elseif t(i) >= 2 && t (i) <= (size(xSIGNAL,1)
&& abs(t (i) - a) == 0
b=a-1;
c =a + 1;

) /42);

* (3+abs (t (1

(i)-b) ...

-c)))/42);
-1)

nSIGNAL (i) = £SIGNAL (b)* ((58+abs(t(i)-b)...

* (=85+ (42-T*abs (t (1) -b) ) *abs (t (1) -
+ f£SIGNAL(a) * ((26+abs(t (i)—-a) * (3+abs (t

* (—42+21xabs(t(i)-a))))/42)
+ £SIGNAL (c)* ((58+abs(t(i)-c)...

* (=85+ (42-T*abs (t (1) —c) ) *abs (t (1) -
elseif t(i) > 2 && t(i) < (size(xSIGNAL,1)-

&& abs(t(i) - a) > 0

b=a-1;
c =a+ 1;
d=a + 2;

) /42) .
(i)-a)...

) /42);

nSIGNAL (i) = £SIGNAL (b)* ((58+abs(t(i)-b)...

* (=85+ (42-T*abs (t (1) -b) ) *abs (t (1) -
+ f£SIGNAL (a)* ((26+abs(t (i) —-a)* (3+abs(t

* (—42+21xabs (t (i
+ £SIGNAL (c) *x ((
* (—42+21*abs (t (1) - ) /42)
+ £SIGNAL(d) * ((58+abs( (i)-d) ...

) — ) /42)

* (=85+ (42-T*abs (t (1) —-d) ) *xabs (t (i) -

elseif t (i) > (size (xSIGNAL,1)-1) && t (i)
b=a-1;

c=a+ 1;

NnSIGNAL (1) = 2+fSIGNAL (b) * ((58+abs (t (1
* (=85+ (42-T*abs (t (1) -b) ) *abs (t (1) -
+ f£SIGNAL(a)* ((26+abs(t (i)—-a) * (3+abs (t

«(—=42+421xabs (t (1)-a))))/42)

+ £SIGNAL (c)* ((26+abs (t (i) —-c) * (3+abs (t

*x (—42+21xabs (Lt (1)-c)))) /42);
elseif t (i) == size (xSIGNAL,1)
b=a-1;

nSIGNAL (i) = 2x£SIGNAL (b) * ((58+abs (t (i

26+abs( (i) —c) = (3+abs (t

) /42) . .
(i)-a) ...

(i)-c) ...

) /42) ;
< size (xSIGNAL, 1)

) /42) . .
(i)-a)...

(i)-c) ...
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* (—85+ (42-T*xabs (t (1) -b) ) xabs (£t (1) -b))) /42)
+ £SIGNAL(a)* ((26+abs(t (i)—-a)+* (3+abs(t(i)-a)...
* (—42+21*abs (t (i) -a)))) /42);

= fabsf (r);
% if (r < 1.f) return 0.89538176f - 0.79076352fx*r;
else if (r==1.f) return 0.05230912f;

o\

o\

else return 0.f;
if size (xSIGNAL,2) == 2
nSIGNAL = zeros(size(t,2),2);

for 1 = l:size(t,2)
a = floor(t(i));
if £t (i) ==
b=a+ 1;

nSIGNAL(i, 1) = £SIGNAL(a,l)=*(0.89538176
- 0.79076352xabs (t (1)-a))
+ 2%fSIGNAL(b,1)*0.05230912;
nSIGNAL (i, 2) = fSIGNAL(a,2)*(0.89538176
- 0.79076352*abs (t (i) -a))
+ 2%xf£SIGNAL(b,2)*0.05230912;
elseif t(i) > 1 && t(i) < size(xSIGNAL,1)
&& abs(t (i) - a) ~= 0
b =a+ 1;
nSIGNAL (i, 1) = fSIGNAL(a,l)*(0.89538176
- 0.79076352*abs (t (i) -a))
+ £SIGNAL(b,1)*(0.89538176
- 0.79076352xabs (t (1) -b));
nSIGNAL(i,2) = £SIGNAL(a,2)*(0.89538176
- 0.79076352xabs (t (i)-a))
+ f£SIGNAL(b,2)*(0.89538176
- 0.79076352xabs (t (1) -b));
elseif t(i) > 1 && t(i) < size (xSIGNAL,1)
&& abs(t (i) - a) ==

b=a-1;
c =a + 1;
nSIGNAL(i,1) = f£SIGNAL(b,1)*0.05230912

+ £SIGNAL(a,1l)*(0.89538176
- 0.79076352xabs (t (1) -a))
+ £SIGNAL(c,1)*0.05230912;
nSIGNAL (i,2) = f£SIGNAL(b,2)+0.05230912
+ £SIGNAL(a,2)*(0.89538176
- 0.79076352*abs (t (1) -a))
+ £SIGNAL(c,2)*0.05230912;
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elseif t (i) == size (xSIGNAL,1)
b=a-1;
nSIGNAL (i, 1) = 2+xfSIGNAL(b,1)*0.05230912

+ £SIGNAL(a,1l)x(0.89538176 - 0.79076352...

xabs (t (1) -a));
NnSIGNAL (i,2) = 2+fSIGNAL(b,2)*0.05230912

+ £SIGNAL(a,2)*(0.89538176 — 0.79076352...

xabs (t (i)-a));

end
end
else
nSIGNAL = zeros(size(t,2),1);
for 1 = l:size(t,2)
a = floor(t(i));
if t(i) ==1
b =a+ 1;
nSIGNAL (i) = f£SIGNAL (a)~*(0.89538176
- 0.79076352*abs (t (i) -a))
+ 2%f£SIGNAL(b)*0.05230912;
elseif t(i) > 1 && t(i) < size(xSIGNAL,1)
&& abs(t (i) - a) ~= 0
b =a+ 1;
nSIGNAL (i) = f£SIGNAL (a)~*(0.89538176
- 0.79076352*abs (t (i) -a))
+ £SIGNAL (b)*(0.89538176
- 0.79076352xabs (t (1) -b));
elseif t(i) > 1 && t(i) < size (xSIGNAL,1)
&& abs(t (i) - a) ==
b=a-1;
c =a + 1;
nSIGNAL (i) = f£SIGNAL(b,1)x0.05230912
+ f£SIGNAL(a)+(0.89538176
- 0.79076352xabs (t (i)-a))
+ £SIGNAL (c)*0.05230912;
elseif t (i) == size (xSIGNAL,1)
b=a-1;
nSIGNAL (i) = 2+fSIGNAL(b)*0.05230912
+ f£SIGNAL (a)*(0.89538176 - 0.79076352xabs(t(i)-a));
end
end
end

% if (r < 0.51%)
% return 0.66118661f — 0.75627421fxr*xr;
% else if (r==0.5f)
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% return 0.49205903f;
% else if (r < 1.5f)
% return 1.04366188f — 1.25239228fxr + 0.37813711f*r+*r;
% else if (r==1.5f)
% return 0.00794097f;
% else return 0.f;
if size (xSIGNAL,2) ==
nSIGNAL = zeros(size(t,2),2);
for 1 = l:size(t,2)
a = floor(t(i));
if t(i) < 1.5
b =a+ 1;
nSIGNAL (i,1) = fSIGNAL(a,l)*(0.66118661
- 0.75627421xabs (t (1) —a) xabs (t (i)-a))
+ 2%fSIGNAL(b,1)x(1.04366188
- 1.25239228xabs (t (1) -b)
+ 0.37813711lxabs (t (i) -b) xabs (t (i)-b));
nSIGNAL (i,2) = fSIGNAL(a,2)*(0.66118661
0.75627421xabs (t (1) —-a) xabs(t (1) -a))
2«fSIGNAL (b, 2)*(1.04366188
- 1.25239228xabs (t (1) -b)
+ 0.37813711lxabs (t (i) -b) xabs (t (1i)-b));

+

elseif t(i) == 1.5
b=a+1;
c =a+ 2;

nSIGNAL(i,1) = fSIGNAL(a,1)+0.49205903
+ £SIGNAL(b,1)*0.49205903
+ 2x£SIGNAL (c, 1) *0.00794097;
nSIGNAL(i,2) = f£SIGNAL(a,2)*0.49205903
+ f£SIGNAL (b,2)*0.49205903
+ 2xfSIGNAL (c,2) +0.00794097;

elseif t(i) > 1.5 && t(i) < (size(xSIGNAL,1) - 0.5)
&& abs(t(i)-a) > 0.5
b =a+ 1;
c=a+ 2;

nSIGNAL (i,1) = fSIGNAL(a,l)*(1.04366188
1.25239228xabs (t (1) -a)
0.37813711xabs (t (i) -a)*xabs(t(i)-a))
fSIGNAL (b, 1)+ (0.66118661
- 0.75627421xabs (t (1) - Db)=*abs(t (i) - b))
fSIGNAL(c,1)*(1.04366188
1.25239228*abs (t (1) - c)

+ 0.37813711*abs(t (i) — c)=*abs(t(i) - c));
nSIGNAL(i,2) = fSIGNAL(a,2)*(1.04366188

- 1.25239228xabs (t (1) -a)

+ 0.37813711lxabs (t (i) -a)*abs(t(i)-a))

+ £SIGNAL(b,2)*(0.66118661

+ o+

+
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0.75627421xabs (t (1) — b)=xabs(t (i) - b))
+ fSIGNAL(c,2)*(1.04366188
1.25239228*abs (t (1) - ¢)

+ 0.37813711*abs(t (i) — c)+*abs(t(i) - c));

elseif £t (i) > 1.5 && t (i) < (size(xSIGNAL,1) - 0.5)
&& abs(t(i)-a) < 0.5
b=a-1;
c=a+1;

nSIGNAL (i,1) = fSIGNAL(b,1)*(1.04366188

- 1.25239228«%abs (t (1) - b)

+ 0.37813711xabs(t (i) - b)xabs(t(i) - b))

+ fSIGNAL(a,1)*(0.66118661
0.75627421*abs (t (1) - a)=*abs(t(i) - a))
+ f£SIGNAL(c,1)*(1.04366188

- 1.25239228xabs(t (1) - c)

+ 0.37813711lxabs(t (i) — c)=xabs(t(i) - <¢));
nSIGNAL (i,2) = f£SIGNAL(b,2)*(1.04366188

- 1.25239228xabs (t (1) - b)

+ 0.37813711lxabs(t (i) - b)xabs(t(i) - b))
fSIGNAL (a,2)*(0.66118661
0.75627421+abs (t (1) - a)=*abs(t (i) - a))
+ fSIGNAL(c,2)*(1.04366188

- 1.25239228xabs (t (1) - c)

+ 0.37813711lxabs(t (1) - c)=*abs(t (i)

+

c));

elseif t(i) > 1.5 && t(i) < (size(xSIGNAL,1) - 0.5)
&& abs(t(i)-a) == 0.5
b=a-1;
c=a+ 1;
d =a + 2;

nSIGNAL(i,1) = £SIGNAL(b,1)*0.00794097
+ £SIGNAL(a,1l)*0.49205903
+ £SIGNAL(c,1)x0.49205903
+ £SIGNAL(d,1)*0.00794097;
nSIGNAL(i,2) = f£SIGNAL(b,2)*0.00794097
+ £SIGNAL (a,2)*x0.49205903
+ £SIGNAL(c,2)*0.49205903
+ £SIGNAL(d,2)*0.00794097;

elseif t (i) == (size(xXSIGNAL,1) - 0.5)
b=a-1;
c =a + 1;

nSIGNAL(i, 1) = 2+x£SIGNAL(b,1)*0.00794097
+ f£fSIGNAL(a,1)*0.49205903
+ £SIGNAL(c,1)+0.49205903;
nSIGNAL (i, 2) = 2+xfSIGNAL(b,2)*0.00794097
+ £SIGNAL (a,2)*0.49205903
+ £SIGNAL(c,2)*0.49205903;
elseif t (i) > (size (xSIGNAL,1) - 0.5)
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&& t (i) < size (xSIGNAL,1)
b=a+ 1;
nSIGNAL (i,1) = 2xfSIGNAL(a,1)*(1.04366188
- 1.25239228xabs(t (1) - a)
+ 0.37813711lxabs(t (i) - a)=*abs(t(i) - a))
+ f£SIGNAL(b,1)*(0.66118661 — 0.75627421...
*abs(t (1) - b)*xabs(t(i) - b));
nSIGNAL (i,2) = 2xfSIGNAL(a,2)*(1.04366188
- 1.25239228xabs (t (1) - a)
+ 0.37813711lxabs(t (i) - a)=*abs(t (i) - a))
+ f£fSIGNAL(b,2)*(0.66118661 — 0.75627421...
xabs (£t (1) - b)xabs(t(i) - b));
elseif t (i) == size (xSIGNAL,1)
b=a-1;
nSIGNAL(i,1) = 2+xfSIGNAL(b,1)*(1.04366188
- 1.25239228%abs (t (1) - Db)
+ 0.37813711xabs(t (i) - b)xabs(t(i) - b))
+ fSIGNAL(a,l)*(0.66118661
- 0.75627421*abs(t (i) — a)+*abs(t(i) - a));
NnSIGNAL (i,2) = 2xfSIGNAL(b,2)*(1.04366188
1.25239228xabs (t (1) - b)
0.37813711lxabs (t (i) - Db)=*abs(t(i) - b))
fSIGNAL(a,2)* (0.66118661
0.75627421+abs (t (1) - a)=*abs(t(i) - a));

+ o+

end
end
else
nSIGNAL = zeros (size(t,2),1);
for 1 = l:size(t,2)
a = floor(t(i));
if t(i) < 1.5
b=a+ 1;
nSIGNAL (i) = f£SIGNAL(a)~*(0.66118661
0.75627421xabs (t (1) -a)~abs(t (1i)-a))
+ 2%fSIGNAL (b)*(1.04366188
- 1.25239228xabs (t (1) -b)
+ 0.37813711*abs(t (i)-b)*abs(t(i)-b));

elseif t(i) == 1.5
b =a+ 1;
c=a+t 2;

nSIGNAL (i) = £SIGNAL(a)*0.49205903
+ £SIGNAL (b)*0.49205903
+ 2%£SIGNAL(c)+*0.00794097;

elseif t(i) > 1.5 && t (i) < (size(xSIGNAL,1) - 0.5)
&& abs(t(i)-a) > 0.5
b=a+ 1;

a + 2;

Q
Il
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NnSIGNAL (i) = fSIGNAL(a)*(1.04366188

- 1.25239228xabs (t (1) -a)

+ 0.37813711%abs (t (i) -a)+~abs(t(i)-a))
fSIGNAL (b) » (0.66118661
- 0.75627421xabs(t (1) - b)=*abs(t (i) - b))
+ £SIGNAL (c)*(1.04366188
- 1.25239228xabs (t (1) - c)

+

+ 0.37813711l*abs(t (i) — c)+*abs(t(i) - <c));
elseif t(i) > 1.5 && t(i) < (size(xSIGNAL,1) - 0.5)
&& abs(t(i)-a) < 0.5
b=a-1;
c =a + 1;
nSIGNAL (i) = f£SIGNAL (b)~*(1.04366188

- 1.25239228xabs(t (1) - b)

+ 0.37813711lxabs(t (i) - b)=*abs(t (i) - b))
+ f£SIGNAL (a)*(0.66118661

- 0.75627421xabs(t (1) - a)=*abs(t(i) - a))
+ £SIGNAL (c)*(1.04366188

- 1.25239228xabs (t (1) - c)

+ 0.37813711lxabs(t (i) - c)=*abs(t(i) - <c));

elseif t(i) > 1.5 && t(i) < (size(xSIGNAL,1) - 0.5)
&& abs(t(i)-a) == 0.5
b=a-1;
c =a + 1;
d=a + 2;

nSIGNAL (i) = £SIGNAL(b)*0.00794097
+ f£SIGNAL (a)*0.49205903
+ f£SIGNAL (c)*0.49205903
+ £SIGNAL(d)*0.00794097;

elseif t (i) == (size(xSIGNAL,1) - 0.5)
b=a-1;
c =a+ 1;

NnSIGNAL (1) = 2+«fSIGNAL(b)+0.00794097
+ f£SIGNAL (a)*0.49205903
+ f£SIGNAL (c)*0.49205903;
elseif t(i) > (size (xSIGNAL,1) - 0.5)
&& t (i) < size (xSIGNAL,1)
b =a+ 1;
NnSIGNAL (1) = 2+«fSIGNAL(a)*(1.04366188
- 1.25239228xabs (t (1) - a)
+ 0.37813711lxabs(t (i) - a)=xabs(t(i) - a))
+ £SIGNAL (b)*(0.66118661
- 0.75627421xabs(t (1) - b)=*abs(t (i) - b));
elseif t (i) == size (xSIGNAL,1)
b=a-1;
NnSIGNAL (1) = 2+«fSIGNAL(b)*(1.04366188
- 1.25239228xabs (t (1) - b)
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+ 0.37813711lxabs(t (i) — b)=*abs(t (i) - b))
+ fSIGNAL(a)+* (0.66118661
- 0.75627421*abs(t (i) - a)+*abs(t(i) - a));

end

% if (r==0.f)
% return 0.56259136f;
% else if (r < 1.1f)
% return 0.56259136f + 0.04465421f+xr - 0.70001154fxrx*r
% + 0.30938685f*«rxr*r;
% else if (r==1.f)
% return 0.21773426f;
% else if (r < 2.f)
% return 1.17739188f - 1.50921205fxr + 0.64059253fxrx*r
% - 0.08992473f*rxr*r;
% else if (r==2.f)
% return 0.00097005f;
else return 0.f;
if size (xSIGNAL,2) ==
nSIGNAL = zeros(size(t,2),2);

o\°

for i = l:size(t,?2)
a = floor(t(i));
if t(i) == 1
b =a+ 1;

c =a + 2;
nSIGNAL(i,1) = f£SIGNAL(a,1l)*0.56259136
+ 2xfSIGNAL(b,1)x0.21773426
+ 2xf£SIGNAL(c,1)*0.00097005;
nSIGNAL(i,2) = fSIGNAL(a,2)*0.56259136
+ 2xf£SIGNAL(b,2)*0.21773426
+ 2%£SIGNAL(c,2)*0.00097005;
elseif t(i) > 1 && t(i) < 2

b=a+1;
c =a + 2;
nSIGNAL(i,1) = f£SIGNAL(a,1l)*(0.56259136
+ 0.04465421%abs(t (i) - a)
- 0.70001154%abs(t (i) — a)xabs(t(i) - a)
+ 0.30938685%abs (t (i) - a)+*abs(t(i) - a)...

xabs (t (1) - a)) + f£SIGNAL(b,1)*(0.56259136 +
0.04465421*abs (t (1) - b)

- 0.70001154%abs (t (1) - b)=*abs(t(i) - Db)

+ 0.30938685%abs(t (1) - b)=*abs(t(i) - b)...
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xabs(t (i) - b)) + 2+x£SIGNAL(c,1)*(1.17739188

+ 0.04465421*abs(t (i) - a)
- 0.70001154«*abs (
+ 0.30938685*abs (

+

xabs (t (1) - a))

i) - a)=*abs(t(i) - a)

- 1.50921205%abs(t (i) - c)
+ 0.64059253%abs(t (i) - c)xabs(t(i) - c)
- 0.08992473xabs(t (i) - c)...
*abs (t (1) — c)xabs(t(i) - c));
nSIGNAL(i,2) = f£SIGNAL(a,2)*(0.56259136
t
t
t

(
(
(
(
(
(1
(
(

)

)

) — a)=*abs(t(i) - a)...

IGNAL(b,2)*(0.56259136 +
0.04465421+abs(t (1) - b)
- 0.70001154%abs(t (i) - b)=*abs(t(i) - Db)
+ 0.30938685%abs (t (1) - b)=*abs(t(i) - b)...
*abs (t (i) - b)) + 2+xf£SIGNAL(c,2)*(1.17739188
- 1.50921205%abs(t (i) - <)
+ 0.64059253%abs(t (1) - c)=*abs(t(i) - c)
- 0.08992473%abs (t (1) - c)*abs(t(i) - c)...
xabs(t (1) - ¢));

elseif t(i) == 2

b =a -

i
£S

c =a +
d=a + 2;
nSIGNAL(i,1) = f£SIGNAL(b,1)x0.21773426
+ f£SIGNAL(a,l)*0.56259136
+ f£SIGNAL(c,1)*0.21773426
+ 2%x£SIGNAL(d,1)*0.00097005;
nSIGNAL(i,2) = fSIGNAL(b,2)*0.21773426
+ f£SIGNAL(a,2)*0.56259136
+ £SIGNAL(c,2)*0.21773426
+ 2%£SIGNAL(d,2)*0.00097005;
elseif t(i) > 2 && t (i) < (size(xSIGNAL,1) - 1)

&& abs(t (i) - a) ~= 0

b =a-1;

c =a + 1;

d=a + 2;

nSIGNAL(i,1) = f£SIGNAL(b,1)*(1.17739188
- 1.50921205%abs(t (i) - b)
+ 0.64059253%abs (t (1) - b)=*abs(t (i) - Db)
- 0.08992473xabs (t (1) - b)=*abs(t(i) - b)...
*abs(t (1) - b)) + f£SIGNAL(a,1l)=*(0.56259136
+ 0.04465421%xabs(t (i) - a)

(
- 0.70001154%abs(t (i) - a)xabs(t(i) - a)

+ 0.30938685xabs(t (i) - a)*abs(t(i) - a)...
xabs(t (i) - a)) + f£SIGNAL(c,1)*(0.56259136
+ 0.04465421xabs(t (1) - c)

- 0.70001154%abs(t (i) - c)=*abs(t(i) - ¢)

+ 0.30938685*xabs(t (i) — c)+*abs(t(i) - c)...
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nSIGNAL (i, 2) = £SIGNAL(b,2)*(1.17739188
- 1.50921205%abs (t (1) - b)
+ 0.64059253%abs (t (1) - b)=*abs(t (i) - b)
- 0.08992473%abs (t (1) - b)*abs(t (i) - b)...
xabs (t (1) - b)) + £SIGNAL(a,2)*(0.56259136

xabs(t (i) - ¢)) + £SIGNAL(d,1)*(1.17739188
- 1.50921205%abs(t (i) - d)

+ 0.64059253%abs (t (1) - d)*abs(t (i)
- 0.08992473xabs (t (1) - d)=*abs(t (i)
xabs(t (i) - d));

[
2 2

+ 0.04465421+abs (
- 0.70001154*abs (
+ 0.30938685xabs (
*abs(t (i) - a)) +
+ 0.04465421xabs
- 0.70001154+*abs

)

I
t(i) - a)
t (i) — a)=xabs(t (i) - a)
t (i)
fSIGNAL(c,2) * (0.56259136
(i) - <)
1

(t
(t(i) — c)xabs(t(i) - c)

+ 0.30938685%xabs (t (1) — c)=*abs(t(i) - c)...

*abs(t (i) - c¢)) + £SIGNAL(d,2)*(1.17739188
- 1.50921205%abs(t (i) - d)
+ 0.64059253xabs (t (1) - d)=*abs(t (i) - d)

- 0.08992473xabs (t (1) - d)=*abs(t(i) - d)...

xabs(t (1) - d));

elseif t(i) > 2 && t(i) < (size(xSIGNAL,1) - 1)

&& abs(t(i) - a) == 0

b a - 2;
c a - 1;
d a + 1;
e a + 2;
nSIGNAL(i, 1) = £SIGNAL(b,1)x0.00097005
+ £SIGNAL(c,1l)*0.21773426
+ fSIGNAL(a,1)*0.56259136
+ £SIGNAL(d,1)«0.21773426
+ fSIGNAL(e,1)*0.00097005;
nSIGNAL(i,2) = f£SIGNAL (b,2)*0.00097005
+ £SIGNAL(c,2)*0.21773426
+ £SIGNAL(a,2)+0.56259136
+ £SIGNAL(d,2)+0.21773426
+ fSIGNAL(e,2)*0.00097005;
elseif t (i) == (size(xSIGNAL,1) - 1)
b a - 2;
C a — 1;
d a + 1;
nSIGNAL(i,1) = 2+xfSIGNAL(b,1)*0.00097005

+ £SIGNAL(c,1)*0.21773426
+ £SIGNAL(a,1l)*0.56259136
+ £SIGNAL(d,1)*0.21773426;

nSIGNAL(i,2) = 2x£SIGNAL(b,2)*0.00097005

- a)xabs(t(i) - a)...
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+ f£SIGNAL(c,2)*0.21773426
+ f£SIGNAL(a,2)*0.56259136
+ £SIGNAL(d,2)+0.21773426;
elseif t (i) > (size (xSIGNAL,1) - 1) && t(i) < size(xSIGNAL,1)

b =a-1;
c=a+ 1;
nSIGNAL(i,1) = 2*fSIGNAL(b, 1) (1.17739188

- 1.50921205%abs (t (1) - b)
+ 0.64059253%abs (t (i) - b)=*abs(t (i) - b)
- 0.08992473xabs (t (1) - b)*abs(t(i) - b)...
*abs(t (i) - b)) + f£SIGNAL(a,1l)*(0.56259136
+ 0.04465421%abs(t (i) - a)
- 0.70001154%abs(t (1) - a)=*abs(t (i) - a)
+ 0.30938685*abs(t (i) — a)+*abs(t(i) - a)...
*abs(t (i) - a)) + f£SIGNAL(c,1)*(1.17739188
- 1.50921205xabs (£t (1) - c)
+ 0.64059253%abs (t (1) - c)=*abs(t (i) - c¢)
- 0.08992473%abs (t (1) - c)*abs(t(i) - c)...
xabs (t (1) - ¢));

nSIGNAL (i,2) = 2xfSIGNAL(b,2)*(1.17739188
- 1.50921205%abs(t (i) - b)
+ 0.64059253%abs (t (1) - b)=*abs(t (i) - Db)
- 0.08992473xabs (t (1) — b)=xabs(t(i) - b)...
*abs(t (1) - b)) + f£SIGNAL(a,2)=*(0.56259136
+ 0.04465421xabs(t (i) - a)
- 0.70001154*abs(t (i) - a)*abs(t (i) - a)
+ 0.30938685xabs (t (1) - a)+*abs(t(i) - a)...
*abs(t (1) - a)) + f£SIGNAL(c,2)*(1.17739188
- 1.50921205%abs (t (1) - c)
+ 0.64059253%abs(t (1) - c)=*abs(t (i) - ¢)
- 0.08992473%abs (t (1) - c)*abs(t(i) - c)...
xabs (t (1) - c));

(
(

elseif t (i) == size (xSIGNAL,1)
b=a-2;
c=a—-1;
nSIGNAL(i,1) = 2xfSIGNAL(b,1)*0.00097005

+ 2%fSIGNAL(c,1l)«0.21773426. ..
+ fSIGNAL(a,1l)*0.56259136;
nSIGNAL(i,2) = 2xfSIGNAL(b,2)*0.00097005
+ 2+fSIGNAL(c,2)«0.21773426. ..
+ f£SIGNAL(a,2)*0.56259136;
end
end
else
nSIGNAL = zeros(size(t,2),1);
for i = l:size(t,2)
a = floor(t(i));
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nSIGNAL (1) =

elseif t (i)

b

C

nSIGNAL (1) =

elseif t (i)

b
c
d

elseif t (1)

b
c
d

a + 1;

a + 2;

fSIGNAL (a) x0.56259136

+ 2+fSIGNAL (b)+0.21773426

+ 2+xf£SIGNAL (c)*0.00097005;

> 1 && t(1) < 2

a + 1;

a + 2;

fSIGNAL (a) » (0.56259136

+ 0.04465421%abs(t (i) - a)

- 0.70001154%abs(t (i) - a)=*abs(t(i) - a)

+ 0.30938685%abs (t (1) - a)~*abs (t (i)
- a)) + f£SIGNAL(b)*(0.56259136 +

- a)...
*abs (t (1)

0.04465421*abs(t (1) - Db)
- 0.70001154%abs(t (i) - b)=*abs(t(i) - b)
+ 0.30938685%abs (t (1) - b)+*abs(t(i) - b)...
xabs(t (i) - b)) + 2+£SIGNAL(c)*(1.17739188
- 1.50921205%abs(t (i) - <)
+ 0.64059253%abs(t (i) — c)xabs(t(i) - c)
- 0.08992473xabs(t (i) - c)*abs(t(i) - c)...
*abs (t (1) - <))
== 2
a - 1;
a + 1;
a + 2;
nSIGNAL (i) = f£SIGNAL (b)*0.21773426
+ £SIGNAL (a)*0.56259136
+ £SIGNAL (c)=*0.21773426
+ 2x£SIGNAL (d)*0.00097005;
> 2 && t(i1) < (size(xSIGNAL,1) - 1)
&& abs(t (i) - a) ~= 0
a - 1;
a + 1;
a + 2;
nSIGNAL (i) = f£SIGNAL(b)*(1.17739188
- 1.50921205%abs (t (i) - b)
+ 0.64059253%abs(t (i) - b)xabs(t(i) - b)
- 0.08992473%abs (t (1) - b)*abs(t(i) - b)...
*abs(t (i) - b)) + £SIGNAL(a)*(0.56259136
+ 0.04465421%abs(t (i) - a)
- 0.70001154%abs(t (i) - a)xabs(t(i) - a)
+ 0.30938685xabs(t (i) - a)*abs(t(i) - a)...

xabs (t (1) - a)) + £SIGNAL(c)*(0.56259136

+ 0.04465421%abs(t (i) - c)
- 0.70001154%abs(t (i) - c)+*abs(t(i) - c)
+ 0.30938685xabs(t (i) - c)*abs(t(i) - c)...
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xabs (t (1) - c¢)) + £SIGNAL(d)*(1.17739188

+

1.50921205%abs (Lt (i) - d)
0.64059253%abs (t (1) — d)*abs (t (i)
0.08992473xabs (t (1) - d)=*abs(t (i)

xabs(t (i) - d));
elseif t(i) > 2 && t(i) < (size (xSIGNAL,1)

&& abs(t (i) - a) == 0
b =a - 2;
c=a - 1;
d=a + 1;
e = a + 2;
nSIGNAL (i) = £SIGNAL(b)*0.00097005
+ £SIGNAL (c)=*0.21773426
+ f£SIGNAL (a)*0.56259136
+ £SIGNAL (d)=*0.21773426
+ £SIGNAL (e)*0.00097005;
elseif t (i) == (size(xSIGNAL,1) - 1)
b =a - 2;
c=a - 1;
d=a + 1;

nSIGNAL (i) = 2x£SIGNAL(b)*0.00097005

+
+
+

fSIGNAL (c)*0.21773426
fSIGNAL (a) *0.56259136
fSIGNAL (d) x0.21773426;

elseif t (i) > (size (xSIGNAL,1) - 1) && t (i)

b =

c =

nSIGNAL (i) = 2xfSIGNA

a

a

+

*abs (t (1) - b))

+

+

+

- 1;

+ 1;

b)*(1.17739188

i) - b)
)

i) - b)xabs(t (1)

1.50921205+%abs
0.64059253«%abs

(

(t(

(t(

0.08992473*abs (t (
+

L
t
t
t (i) — Db)=*abs(t (i)
I

0.04465421*abs (t (1) - a)

0.70001154*abs (t (1) — a)xabs(t (i)
0.30938685*abs (t (1) — a)xabs(t (i)
1.50921205%abs (t (1) - c)

0.64059253xabs (t (1) — c)xabs(t (1)
0.08992473xabs (t (1) — c)xabs(t (1)

xabs(t (1) - <¢));

elseif t (i) == size (xSIGNAL,1)
b =a - 2;
c=a - 1;
nSIGNAL (i) = 2+xfSIGNAL (b)*0.00097005

end

+ 2+«fSIGNAL(c)*0.21773426. ..
+ fSIGNAL(a)*0.56259136;

i
xabs(t (i) - a)) + £SIGNAL(c)*(1.17739188

- d)
- d)...

1)

< size (xSIGNAL, 1)

- b)
- b)...

i
fSIGNAL(a)* (0.56259136

- a)

- a)...

- <)

- C)...
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